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Prefacio

Desde que asumi la coordinacion del curso de Probabilidad (EST-11101), en agosto de
2022, he buscado actualizar los recursos disponibles e incorporar nuevas herramientas con
el proposito de favorecer el aprendizaje de la materia.

Este documento retine una seleccion de ejercicios provenientes de las sesiones de ejercicios
del curso, usualmente llamadas «laboratorios», impartidas en distintos periodos entre el
otono de 2022 y la primavera de 2025 por Arturo Gonzalez Luna, Fernando Pérez Millan,
Fernanda Enrica Beteta Bazan y Jorge Rodrigo Davalos Gonzélez Plata. También se incluyen
ejercicios del Cuaderno de ejercicios de Probabilidad, elaborado por el profesor Ernesto
Barrios.

Los ejercicios han sido revisados y reorganizados para aproximarlos al formato y al nivel
de dificultad de las evaluaciones del curso. Trabajarlos con atencién, comprender las herra-
mientas que requieren y ser capaz de resolver problemas similares constituye una preparaciéon
adecuada para aprobar la materia. Sin embargo, este material no pretende anticipar todas
las preguntas que pueden aparecer en una evaluacién ni sustituye el estudio de la teoria, la
participacion en clase y la practica constante.

Memorizar el procedimiento de ejercicios especificos genera una falsa sensaciéon de pre-
paracién y resulta insuficiente cuando cambian los datos, el planteamiento o la herramienta
necesaria. Por ello, antes de buscar més ejercicios, conviene asegurarse de comprender y
poder resolver de manera auténoma los que aqui se presentan.

Si logras identificar cualquier tipo de error, o tienes alguna sugerencia, agradezco de an-
temano hacerlas llegar a través de la direccién electréonica <airam.blancas at itam.mx>.

Airam Blancas
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0. Nociones basicas de matematicas

Las siguientes herramientas se utilizaran de manera constante en el curso. Es importante
poder realizar estos ejercicios con seguridad, sin depender de un procedimiento memorizado.
0.1. Algebra, exponentes e integrales

1. Despeja la variable indicada.

a) Despeja z en 3z — 7 = 11.

b) Despeja z en 2(z — 3) = bz + 6.
¢) Despeja p en ¢ = P
L—p

w —
d) Despeja z en y = 7'“, donde o # 0.
o
e) Despeja t en y = €21 donde y > 0.

2. Simplifica las siguientes expresiones usando las leyes de los exponentes.

27z73
a) o
b) (a*b~1)°
o37+2
c) -
d) €295 donde 2 > 0.

1\ /1\°
9 (5) +(5)-
3. Si a < 0, simplifica las siguientes expresiones:

|Cl|, |_a|7 ’2&—”.

4. Realiza las siguientes sumas utilizando el formulario del curso.
1 1> /1)° 1"
JORORIOESIOR
1 1> /1)°
b) [ = - -
(a)(a) +(a) +

¢) 142+3+---+105.

5. Calcula las siguientes integrales.

2) /04(3 + ) da.

3
b) / Sdx.
-2

2
c) / (42% — 22 + 1) da.
0

d) Si p € R, calcula

—lz—pl
e T dx.
/002
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2
e) / 22|z — 1| d.

-2
6. Calcula las siguientes derivadas.

a) Sea f una funciéon derivable y g(x) = f(2?). Calcula ¢'(z).

3z+2

b) Deriva ze con respecto a x.

c¢) Deriva (22 + 1)e™® con respecto a .

0.2. Vectores y matrices

1. Considera

Calcula Az.
2. Considera
1
1 0 2
B_<—1 3 1)’ y=1 2
-1
Calcula By.
3. Considera
1 2 9
c=10 -1}, z:<_1>
3 1
Calcula Cz.
4. Considera
1 0 2 1
D=1-1 3 1}, w=|—1
2 1 0 2

Calcula Dw.

5. Calcula los siguientes productos de matrices.

” £IE )

(53 (e
302

6. Calcula la transpuesta de las siguientes matrices.

)
el
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7. Calcula los siguientes productos internos.

a)

8. Calcula la inversa de la matriz
3 2
(1)

Después, verifica tu resultado multiplicando la matriz por su inversa.

616

9. Calcula

PROBABILIDAD Versién 5.0
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1.1.

Espacios muestrales y el concepto de probabilidad

Comprension tedrica

. Explica la diferencia entre un fenémeno aleatorio y un fenémeno deterministico.

. Considera el rendimiento de un portafolio de inversién. Discute si puede considerarse un

fenémeno aleatorio. En caso afirmativo, indica sus principales fuentes de incertidumbre.

Considera el numero de transacciones fallidas durante un dia en una plataforma de
comercio electrénico. jPuede considerarse un fenémeno aleatorio? En caso afirmativo,
indica sus principales fuentes de incertidumbre.

. Analiza la tasa de desempleo de un pais durante un periodo de recesiéon econdmica.

Es un fenémeno aleatorio o deterministico? Justifica tu respuesta.

. Un emprendedor lanza un nuevo producto al mercado. ;La aceptaciéon del producto

por parte de los consumidores es un fenémeno aleatorio? Explica cuéles serian las
fuentes de incertidumbre.

Clasifica los siguientes fenémenos como aleatorios o deterministicos. Justifica cada
respuesta.

a) La tasa de inflacion durante un periodo determinado.

b) El tiempo de procesamiento de una transacciéon bancaria.

¢) El tiempo que tarda un automoévil de 900 kg en recorrer 5 km a una velocidad
constante de 50 km/h, en ausencia de fuerzas de resistencia.

d) El resultado de la bolsa de valores al cierre de un dia.

e) La temperatura de ebullicién del agua bajo una presion atmosférica determinada.
Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral. Explica con tus propias palabras
qué significa cada uno de los siguientes eventos:

a) AU B;

b) AN B;

c) A
En el experimento de lanzar un dado equilibrado, considera los eventos A: “el resultado
es par” y B: “el resultado es mayor que 3”.

a) Describe con palabras los eventos AU B, AN By A°.

b) Escribe los resultados que pertenecen a cada uno de ellos.

c¢) Explica la diferencia entre que ocurra AU By que ocurra AN B.

Considera los eventos A: “una persona compra un libro” y B: “una persona compra
una revista’.

a) Expresa mediante uniones, intersecciones y complementos el evento “compra al
menos uno de los dos articulos”.

b) Expresa el evento “compra ambos articulos”.

c¢) Expresa el evento “no compra un libro”.

d) Expresa el evento “no compra ninguno de los dos articulos” y explica por qué
coincide con (AU B)°.

PROBABILIDAD Versién 5.0
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10.

11.

12.

13.

1.2.

Sup6n que el espacio muestral contiene todos los posibles escenarios de la economia
mundial durante el préximo ano.

a) Discute si conviene modelarlo como un espacio discreto o continuo.

b
c

d

) Enuncia un evento de interés y describe su complemento.
) Propon una particion del espacio muestral.
) Describe tres eventos mutuamente excluyentes.

Explica qué representa el coeficiente binomial

(&)

A partir de esta interpretacion, justifica las identidades

W=0") (=060

Para la segunda identidad, considera un elemento particular y separa las selecciones
segin este elemento sea elegido o no.

Un analista financiero decide modelar el precio futuro de una accién mediante un
espacio muestral continuo. Explica por qué este modelo puede ser apropiado y enuncie
un evento de interés.

Lanza un dado 30 veces y registra la frecuencia relativa de cada uno de los seis re-
sultados. ;A qué valor se espera que se aproxime cada frecuencia relativa conforme
aumenta el nimero de lanzamientos? Explica el enfoque de probabilidad que sustenta
tu respuesta.

Calculo y operaciones numeéricas

. Considera los subconjuntos de R

A=1[7,20), B=(-54), C=]0,00).

a) Determina AUB, ANBy ANC.
b) Determina A¢, B¢y C°.
¢) Verifica las leyes de De Morgan para Ay B.

. Sean A y B eventos tales que

P(A) =06, P(B)=05  PANB)=0.2.
Caleula P(A° U B), P(A° N B°), P(A°N B) y P(A°U B).

Sea Q = {a, b, c}. Sup6n que

P({ac) =2, P({beh) =

Usa los axiomas de probabilidad y sus consecuencias para calcular P({a}), P({b}) y

P({c}).

. Sean A y B eventos mutuamente excluyentes tales que P(A) = 0.2 y P(B) = 0.3.

Calcula P(A€), P(AU B), P(AN B) y P(AU B°).

PROBABILIDAD Versién 5.0
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1.3.

. Un cliente compra un traje con probabilidad 0.22, una camisa con probabilidad 0.30

y una corbata con probabilidad 0.28. Ademas,

P(TNC) =0.11, P(T N R) = 0.14,
P(C N R) =0.10, P(TNCNR)=0.06.

Calcula la probabilidad de que el cliente compre:

a) ninguno de los tres articulos;

b) exactamente uno de los tres articulos.

Para dos eventos A y B se sabe que

Calcula la probabilidad de que:

a) ocurra al menos uno de los eventos;
b) ocurra exactamente uno de los eventos.
Se elige uniformemente un punto del cuadrado unitario. Sea A el tridngulo delimitado

pory =0,z =1y xz =y,y sea B el rectangulo con vértices (0,0), (1,0), (1,1/2) y
(0,1/2). Calcula P(AU B) y P(AN B).

Planteamiento y modelacion

Se tienen tres monedas. Sus caras estan marcadas, respectivamente, con los pares
(1,2), (3,4) y (5,6). Se lanza cada moneda una vez y se multiplican los tres nimeros
obtenidos. Escribe los elementos del espacio muestral.

. Se entrevista a cuatro familias y cada una indica si su ingreso anual es mayor que la

mediana nacional o si es menor o igual que ella.

a) Escribe los elementos del espacio muestral.

b) Define los eventos A: “al menos dos familias tienen ingresos mayores que la me-
diana”, B: “exactamente dos familias tienen ingresos mayores que la mediana” y
C: “exactamente una familia tiene un ingreso menor o igual que la mediana’.

¢) Determina la cardinalidad de cada evento.

Una biblioteca dispone de cinco ejemplares de un libro. Los ejemplares 1 y 2 son
primeras impresiones y los ejemplares 3, 4 y 5 son segundas impresiones. Un estudiante
los examina en orden aleatorio y se detiene al seleccionar la primera segunda impresion.
Por ejemplo, (5) y (2,1, 3) son resultados posibles.

a) Escribe los elementos del espacio muestral.

Sea B el evento en el que se selecciona el libro 5. Escribe sus elementos.

b) Sea A el evento en el que se examina exactamente un libro. Escribe sus elementos.
c)
)

d

Sea C el evento en el que no se examina el libro 1. Escribe sus elementos.

. Una compaiifa planea lanzar tres productos. Cada producto puede tener éxito o fra-

casar. Define el espacio muestral.

. Se lanzan dos dados equilibrados. Calcula la probabilidad de que:

PROBABILIDAD Versién 5.0
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6.

10.

11.

12.

a) el resultado del segundo dado sea mayor que el del primero;
b) la suma de los resultados sea un namero primo;

¢) el resultado del primer dado sea 6.

Se lanzan dos dados equilibrados. Sea A el evento en el que la suma es un numero
primo y sea B el evento en el que al menos uno de los dados muestra un 6. Calcula
P(AU B), P(AN B), P(A°) y P(B°).

Considera una mazo de cartas inglesas con 13 cartas identificadas con los ntimeros 2,
3,...,10, ylas letras J, Q, Ky A, de cada una de las dos figuras rojas: corazones (©)
y diamantes ({); y de las dos figuras negras: tréboles (&) y espadas (#).

Si saca una carta al azar del maso de naipes, determine las probabilidades de los
siguientes eventos:

a) La carta es una espada.

b

La carta es de color negro.

c¢) La carta es un siete.

(&

)
)
)
d) La carta es el ocho de tréboles.
) La carta es roja y con letra.
)

f

Se estudia el medio de transporte de 300 trabajadores: 21 llegaron en bicicleta; 15,
en motocicleta; 84, solos en automoévil; 45, en automovil con otra persona; 12, en
automovil con dos o més personas; y el resto, en transporte piiblico o caminando. Si
se elige un trabajador al azar, calcule la probabilidad de que:

La carta es un nimero primo.

a
b

) haya llegado solo en automovil;
)

¢) haya llegado en transporte ptiblico o caminando;
)

haya llegado en bicicleta o motocicleta;

d) haya compartido el automévil con alguien mas.

* Joey y Chandler eligen, cada uno de manera uniforme e independiente, un ntimero
de {1,2,...,20}. Joey gana si los nameros difieren en mas de 3 unidades. Representa
el espacio muestral y calcule la probabilidad de que Joey gane. Sugerencia: dibuja el
espacio muestral.

Una moneda con caras aguila y sol se lanza cuatro veces.

a) Escribe el espacio muestral.
b) Describe el evento en el que ambas caras aparecen el mismo nimero de veces.

¢) Describe el evento en el que aparece sol mas veces que aguila.

En un fondo de inversion trabajan 40 analistas, de los cuales 21 son egresados del
ITAM. Se seleccionan al azar 6 analistas, sin reemplazo, para formar un equipo. Calcula
la probabilidad de que la mayoria del equipo esté formada por egresados del ITAM.

Cuatro catadores novatos califican, a ciegas, tres vinos de Argentina, Espafia y Francia.
Cada catador asigna 1 al mejor vino, 2 al siguiente y 3 al menos preferido. Como no
pueden distinguirlos, cada catador ordena los vinos al azar y después se suman las
calificaciones por pais.

PROBABILIDAD Versién 5.0
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a) Calcula la probabilidad de que el vino argentino obtenga una calificacion total de
4.

b) Calcula la probabilidad de que algin vino obtenga una calificacion total de 4.

c¢) Calcula la probabilidad de que algin vino obtenga una calificacion total menor o
igual que 5.

PROBABILIDAD Versién 5.0
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2.1.

10.

11.

2.2,

Probabilidad condicional e independencia

Comprension tedrica

. Escribe la definicion de la probabilidad condicional de A dado B. Indica la condicion

que debe satisfacer B para que esta probabilidad esté definida y explica por qué es
necesaria.

. Explica con tus propias palabras qué informacién proporciona la expresion P(A | B).

(Por qué, en general, no coincide con P(A)?

Analiza si las expresiones P(A | B) y P(B | A) representan la misma probabilidad.
Escribe un ejemplo que sustente tu respuesta.

. Escribe la regla de multiplicacion para dos eventos y extiéndela a tres eventos A, By

C.

. Explica la diferencia entre eventos independientes y eventos mutuamente excluyentes.

;Pueden dos eventos de probabilidad positiva tener ambas propiedades? Justifica.

Sean A y B eventos. Escribe tres condiciones equivalentes que permitan determinar
que A y B son independientes. Indica cuéles de ellas pueden usarse sin suponer que
P(A) > 00 P(B) > 0.

Si A es independiente de B y también A es independiente de C, analiza cada afirmacion
e indica si necesariamente es verdadera:

a) PLANB) =P(ANC);

b) By C son mutuamente excluyentes;

¢) By C son independientes.

Explica la diferencia entre independencia por pares e independencia mutua de tres
eventos. Escribe las igualdades que deben verificarse en cada caso.

Enuncia el teorema de probabilidad total para una particiéon Bi,..., B, del espacio
muestral. Explica qué funcion cumple la particion en el calculo de P(A).

Enuncia el teorema de Bayes y explica como transforma probabilidades de la forma
P(A | B) en probabilidades de la forma P(B | A).

Una prueba médica tiene una probabilidad alta de producir un resultado positivo
cuando una persona tiene cierta enfermedad. Explica por qué esta informacién, por si
sola, no determina la probabilidad de que una persona con resultado positivo tenga la
enfermedad.

Calculo y operaciones numéricas

. Sean A y B eventos tales que

Calcula:

PROBABILIDAD Versién 5.0
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2.3.

c) P(A]| AU B);
d) P(A| An B);
e) P(ANB | AUB).

. Sean A y B eventos tales que

P(A) =04, P(B)=06, PA|B)=0.3.
Calcula P(ANB), P(AUB) y P(B | A).
Sean A y B eventos independientes con P(A) = 0.7 y P(B) = 0.2. Calcula

P(ANnB), P(AUB), P(A°NB), P(A°NB°).

Sean A, B y C eventos mutuamente independientes tales que
P(A) =04, P(B)=0.5, P(C)=0.3.
Calcula la probabilidad de que:

a) ocurran los tres eventos;

b
¢

d

ocurra Unicamente A;

ocurra al menos uno de los eventos;

)
)
)
)

ocurran exactamente dos de los eventos.

. Los eventos By, By y Bs forman una particiéon del espacio muestral y

| BL By, Bs
P(B;) |050 0.35 0.15
P(A|B;)|0.25 0.60 0.60

Calcula P(A) y P(B; | A) parai=1,2,3.

Planteamiento y modelaciéon

. Se encuesta a 100 estudiantes acerca de su medio de pago habitual. Los resultados son:

‘ Tarjeta de crédito Efectivo
Poblaciéon adulta 40 22
Poblaciéon joven 29 9

Si se elige un estudiante al azar, calcula la probabilidad de que:

a
b

) pertenezca a la poblacion joven;
)

¢) no use tarjeta de crédito, dado que pertenece a la poblacion joven;
)
)

pertenezca a la poblacién joven o use tarjeta de crédito;

d

(§]

no pertenezca a la poblacién joven, dado que no usa tarjeta de crédito;

no pertenezca a la poblacién adulta y no use tarjeta de crédito.

. Una persona usa el teléfono A en el 60 % de sus llamadas y el teléfono B en las demés.

Una llamada realizada con A se conecta con probabilidad 0.80 y una realizada con B,
con probabilidad 0.90. Calcula la probabilidad de que:
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a) una llamada se conecte;

b) se haya usado el teléfono B, dado que la llamada se conecto.

. La venta de maquillaje sera buena con probabilidad 0.35 y mala con probabilidad 0.65.
La probabilidad de que aumenten las ventas de polvo translicido es 0.45 si la venta
de maquillaje es buena y 0.25 si es mala. Calcula la probabilidad de que:

a) la venta de maquillaje sea buena y aumenten las ventas de polvo translacido;
b) aumenten las ventas de polvo translicido;

c¢) la venta de maquillaje haya sido buena, dado que aumentaron las ventas de polvo
translicido.

. Una analista de inversiones revisa informes trimestrales hasta encontrar uno en el que
la ganancia neta sea mayor que 5 %. Escribe los eventos necesarios y calcula la proba-
bilidad de que deba revisar mas de dos informes, dado que no encontré una ganancia
mayor que 5% en el primero. Expresa tu respuesta en términos de la probabilidad p
de que un informe presente una ganancia mayor que 5% y supén independencia entre
trimestres.

. En una caja hay 15 pelotas de tenis, de las cuales 9 nunca han sido utilizadas. Se
eligen tres pelotas al azar, se juega con ellas y al finalizar se regresan a la caja. Al dia
siguiente se seleccionan nuevamente tres pelotas al azar.

a) Calcula la probabilidad de que ninguna de las tres pelotas elegidas el segundo dia
haya sido utilizada anteriormente.

b) Se sabe que las tres pelotas elegidas el segundo dia son nuevas. Calcula la proba-
bilidad de que, antes del juego del primer dia, exactamente dos de las tres pelotas
elegidas ese dia ya hubieran sido usadas.

. Una prueba de aliento da un resultado positivo en el 95 % de las personas que tienen
cierta enfermedad y un resultado negativo en el 98 % de las personas que no la tienen.
Se estima que el 1.5 % de la poblacién tiene la enfermedad. Define los eventos, organiza
la informacioén y calcula la probabilidad de que una persona tenga la enfermedad, dado
que su prueba resulté positiva.

. Para evaluar a quienes aspiran a un puesto se aplica una prueba psicolégica. E1 8 % de
las personas aptas reprueba la prueba y el 12 % de las no aptas la aprueba. Se contrata
a todas las personas que aprueban. Se observa que el 85 % de las personas contratadas
es apto para el puesto. Define los eventos y determina qué porcentaje de las personas
aspirantes es apto.

. Una méquina tiene tres motores. Si ninguno estéa descompuesto, la méquina funciona
con probabilidad 1; si exactamente uno esta descompuesto, funciona con probabilidad
0.7; si exactamente dos estdn descompuestos, funciona con probabilidad 0.49; si los
tres estan descompuestos, no funciona. Las probabilidades de que estén descompuestos
cero, uno, dos o tres motores son, respectivamente,

0.562, 0.403, 0.032, 0.003.

Define una particiéon adecuada y calcula la probabilidad de que ningtin motor esté
descompuesto, dado que la maquina funciona.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

En un modelo intertemporal de ocio y consumo, la primera persona dedica el 65 % de
su tiempo al ocio. Cuando la primera persona disfruta de ocio, la segunda también lo
hace el 45 % del tiempo; cuando la primera consume, la segunda disfruta de ocio el
35 % del tiempo. Define los eventos y calcula la probabilidad de que:

a) la primera persona disfrute de ocio, dado que la segunda también lo hace;

b) la primera persona consuma, dado que la segunda consume.

En un experimento se intenta ensenar a un ratén a girar a la derecha dentro de un
laberinto. En el primer intento, ambas direcciones tienen la misma probabilidad. Si
en un intento el ratén fue premiado por girar a la derecha, gira a la derecha en el
siguiente con probabilidad p; > 1/2; si fue castigado por girar a la izquierda, lo
hace con probabilidad ps > p;. La decisién en cada intento depende tinicamente del
resultado del intento inmediato anterior.

a) Construye un diagrama de arbol para los tres primeros intentos.
b) Calcula la probabilidad de que el raton gire a la derecha en el tercer intento.

c¢) Calcula la probabilidad de que gire a la derecha en el tercer intento, dado que
gir6 a la derecha en el primero.

Una urna contiene 6 pelotas, 3 de ellas verdes. Primero se elige al azar un nimero
N de {1,2,3,4}. Después se extrae, sin reemplazo, una muestra de N pelotas. Define
una particion basada en el valor de N y calcula la probabilidad de que la muestra
contenga:

a) exactamente una pelota verde;

b) al menos una pelota verde.

Una caja contiene 6 focos en buen estado y 4 focos fundidos. Se eligen 4 focos al azar,
sin reemplazo, y se transfieren a una segunda caja vacfa. Después se eligen 2 focos de
la segunda caja, también sin reemplazo. Se sabe que entre los cuatro focos transferidos
hay al menos dos en buen estado. Define los eventos y calcula la probabilidad de que
los dos focos elegidos de la segunda caja estén en buen estado.

Se tienen tres cajas. La primera contiene dos monedas de oro; la segunda, una moneda
de oro y una de plata; y la tercera, dos monedas de plata. Se elige una caja al azar y
después una moneda de esa caja. La moneda elegida es de oro.

a) Explica por qué el razonamiento “quedan dos cajas posibles, por lo tanto la pro-
babilidad es 1/2” no es correcto.

b) Define los eventos y calcula la probabilidad de que la moneda provenga de la caja
que contiene dos monedas de oro.

Harry elige al azar una de dos monedas: una equilibrada y otra con aguila en ambas
caras. Lanza la moneda elegida y obtiene dguila.

a) Calcula la probabilidad de que haya elegido la moneda equilibrada.

b) Lanza la misma moneda otra vez y vuelve a obtener dguila. Actualiza la proba-
bilidad de que la moneda sea equilibrada.

Buzz y Woody lanzan alternadamente un par de dados. Buzz gana si obtiene una suma
de 6 antes de que Woody obtenga una suma de 7. Buzz comienza. Define los eventos
necesarios, descompon el juego en rondas y calcula la probabilidad de que Buzz gane.
Sugerencia: usa la suma de una serie geométrica.
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3.3.

Autoevaluaciéon. Fundamentos de probabilidad

Planteamiento y modelacion

. El autobus del ITAM llega a tiempo, o bien, llega tarde. La probabilidad de que

llegue tarde es 0.6. Si el autobus del ITAM llega tarde, la probabilidad condicional
de que haya trafico en la ciudad es de 0.7. Si el autobus del ITAM llega a tiempo, la
probabilidad condicional de que haya trafico es de 0.1. Si un dia observas trafico, ;cuél
es la probabilidad condicional de que el autobis del ITAM llegue tarde?

. La cafeteria del ITAM es visitada por Farah durante la hora de comida en un dia de

lunes a viernes con la misma probabilidad, a saber p. Su visita es independiente entre
los dias. Un integrante de la Facultad del ITAM asiste de lunes a viernes a la cafeteria
del ITAM a la hora de la comida.

a) ;Cuél es la probabilidad de que la persona se encuentre a Farah dos dias?

b) ;Cual es la probabilidad de que la persona vea a Farah por segunda vez en la
semana el viernes?

Segtn las estadisticas de ventas del mes pasado, se sabe que el 10 % de las personas
que entran a la tienda ITAM no compran nada; y aquellas que si compran se llevan
unicamente un peluche colmillo en alguno de los colores disponibles. El colmillo gris
es el més solicitado; de hecho, la probabilidad de que un visitante de la tienda ITAM
se lleve un colmillo gris es el doble que la de un colmillo café.

Como parte de las nuevas estrategias de venta de la tienda ITAM, se ofrecen “combos
colmillo”. Al adquirirlos la persona se lleva un peluche colmillo en uno de los colores:
gris o café. Ademas de un articulo que puede ser una taza ITAM o bien una bolsa
ITAM. Cuando las personas piden el colmillo gris, el 80 % adquieren el combo con la
taza; por el contrario, cuando piden el colmillo café, solo el 40 % adquiere la bolsa.

Basandose en todo lo anterior, calcula la probabilidad de que una persona adquiera
una taza.

Una empresa tiene 15 vacantes disponibles, distribuidas de la siguiente manera: 5 en
el area de administracion, 6 en el area de finanzas y 4 en el area de anélisis de datos.
Si la empresa contrata a 10 egresados del ITAM para ocupar 10 de las 15 vacantes
disponibles:

a) (Cual es la probabilidad de que 2 de los egresados del ITAM ocupen vacantes en
el area de finanzas? Justifica la respuesta.

b) Ahora supongamos que de los 10 egresados del ITAM recién contratados: 4 ocupan
el area de finanzas y 3 el area de anélisis de datos. Si la empresa selecciona para
una capacitacion a 2 de los 10 egresados del ITAM. ;Cual es la probabilidad de
que al menos uno de ellos dos pertenezca al area de administraciéon?

5. Para mantener sus estdndares de calidad la cafeteria del ITAM seleccioné a dos perso-

nas para que evalien el servicio. Supongamos que cada persona independientemente
asigna una calificacion en el conjunto {1,2,3,4,5}, uniformemente al azar.

a) Escribe el espacio muestral del experimento y determina su cardinalidad.

b) Sea A el evento de que las dos personas asignan la misma calificacion y B donde
las suma de las calificaciones asignadas es 6. ;jSon A y B son independientes?
Justifica la respuesta.
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c¢) Calcula P(A° | BY).
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4.1.

10.

Funciones de masa, densidad y distribucién

Comprension tedrica

. Explica qué informacién proporciona la funcién de masa de probabilidad de una va-

riable aleatoria discreta. Escribe las propiedades que debe satisfacer una funcién para
ser una funcién de masa de probabilidad.

. Explica qué informacién proporciona la funcién de densidad de una variable aleatoria

continua. Escribe las propiedades que debe satisfacer una funcién para ser una funcién
de densidad.

Analiza por qué, para una variable aleatoria continua X, el valor fx(z) no representa
la probabilidad P(X = z).

. Escribe la definicién de la funcién de distribuciéon Fx de una variable aleatoria X y

explica por qué esta funcién puede utilizarse tanto para variables aleatorias discretas
como continuas.

. Escribe las propiedades que debe satisfacer una funciéon de distribucion. Explica qué

representa un salto de Fx en un punto z.
Explica coémo se obtiene la funcién de distribucién a partir de:

a) una funcién de masa;
b) una funcién de densidad.
Explica como se recupera la funciéon de masa de una variable aleatoria discreta a partir

de su funcién de distribucién y cé6mo se recupera una funciéon de densidad cuando la
funcién de distribucién es derivable.

Analiza si una funcién de densidad puede tomar valores mayores que uno. Justifica tu
respuesta y senala qué cantidad debe encontrarse siempre entre cero y uno.

Sean f1 y fo funciones de densidad, y sean 61,02 > 0 tales que 61 + 65 = 1. Verifica
que

f(x) = 01f1(z) + 02 f2(x)

es una funcién de densidad.

Considera la funcién

0, z <0,

%’ 0<x <,
FX(x): 3

zx—f, 1<z <2,

1, x> 2.

Analiza cuéles de las propiedades de una funcion de distribucion satisface F' e identifica
la propiedad que no se cumple.
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4.2. Calculo y operaciones numéricas

1. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

fx(@) = klz|(1+2)(1 — 2)1_y y(2).

a) Calcula k para que fx sea una funcion de densidad.
b) Obtén la funcion de distribucion Fy.
c) Calcula P(—1/2 < X < 1/2).

2. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucién

0, x <0,
x/8, 0<x<2,
22/16, 2 <z <4,
1, x> 4.

Fx(z) =

a) Calcula P(1.5 < X <3) y P(X > 3.75).
b) Obtén la funciéon de densidad de X.

3. Sea X una variable aleatoria con funcién de masa
1
pX($) = ]P)(X = .’L’) = 2?]1{172737.“}(.%').

Obtén y grafica la funcién de distribucion Fx.

4. Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad
1

fx(z) = §e_|m|]lR(m).

Obtén la funcién de distribucién Fy.

5. Sea Y una variable aleatoria con funcién de densidad

fy(y) = kyge_y/2]1(o,oo) ()
Calcula el valor de k y grafica fy.

6. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

20000
Ix(z) = mﬂ(o,m)(fU)-

a) Comprueba que fx es una funcion de densidad.
b) Calcula P(X > t) parat > 0.

7. Considera la funciéon
0, z <0,

x/2, 0<z <1,
Va/2, 1<z <4,
1, x> 4.

Fx(m) =

Verifica que F'x es una funcién de distribucion y graficala.
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4.3.

Planteamiento y modelacion

. Un dado equilibrado se lanza sucesivamente. El experimento se detiene inmediatamente

cuando, por primera vez, aparece una cara que ya habfa aparecido en alguno de los
lanzamientos anteriores; después de ese momento no se vuelve a lanzar el dado. Sea X
el niimero total de lanzamientos realizados hasta que se detiene el experimento. Obtén
la funcién de masa de probabilidad de X.

. En un grupo de cuatro componentes, dos son defectuosos. Una inspectora prueba los

componentes, uno por uno y en orden aleatorio. Sea Y el ntimero de la prueba en
la que encuentra el segundo componente defectuoso. Obtén la funcién de masa de
probabilidad de Y.

Una caja contiene r bolas numeradas 1,2, ..., r. Se selecciona sin reemplazo una mues-
tra aleatoria de tamano n. Sea Y el mayor ntimero seleccionado y sea Z el menor.
Calcula:

a) P(Y < y);
b) P(Z > z).

Se lanzan sucesivamente tres bolas hacia tres tazones vacios. Distinguimos las bolas
por su orden de lanzamiento: primera, segunda y tercera. De manera independiente,
cada bola entra con la misma probabilidad en cualquiera de los tres tazones. Sea Y
el nimero de tazones que quedan vacios al terminar los tres lanzamientos. Obtén la
funcién de masa de probabilidad de Y.

Sugerencia. Un resultado elemental se representa mediante una terna (i, j, k), donde
i, 7 v k indican, respectivamente, los tazones en los que entran la primera, la segunda
y la tercera bola.

. Se lanzan sucesivamente tres bolas hacia tres tazones vacios. De manera independiente,

cada bola entra con la misma probabilidad en cualquiera de los tres tazones. Sea Y el

ntimero de tazones que quedan vacios. Obtén la funcién de masa de probabilidad de
Y.

Una colonia evoluciona en generaciones discretas. Cada célula muere con probabilidad
0.1 o se divide en dos con probabilidad 0.9, de manera independiente de las demés. La
colonia comienza con una célula en la primera generacion. Sea X el namero de células
de la tercera generacion. Obtén la funciéon de masa de probabilidad de X.

Una moneda equilibrada se lanza hasta que alguno de sus dos resultados aparece
por tercera ocasién, no necesariamente de forma consecutiva. Sea X el ntimero de
lanzamientos realizados. Obtén la funcién de masa de probabilidad X.

Una caja contiene seis bolas rojas y cuatro negras. Se selecciona una muestra de tamafio
n y se define X como el niimero de bolas rojas seleccionadas. Obtén la funcién de masa
de X si la muestra se toma:

a) sin reemplazo, con n < 6;
b) con reemplazo, con n > 1.
Dos bolas se seleccionan de una caja que contiene doce bolas numeradas 1,2,...,12.

Sea X el mayor de los dos nimeros seleccionados. Obtén la funcién de masa de X si
la seleccion se realiza:
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a) con reemplazo;

b) sin reemplazo.
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5.1.

5.2.

Variables aleatorias discretas y continuas importantes

Comprension tedrica

. Explica la diferencia entre una variable aleatoria discreta y una continua. Incluye un
ejemplo de cada tipo.

. Para cada una de las siguientes distribuciones, escribe el experimento que modela, sus
pardmetros y los valores que puede tomar la variable aleatoria: binomial, geométrica,
binomial negativa, hipergeométrica y Poisson.

Analiza la diferencia entre una variable aleatoria binomial y una hipergeométrica.
Explica el papel del reemplazo en cada modelo.

. Explica la diferencia entre una variable aleatoria binomial y una geométrica. Compara
qué permanece fijo y qué se cuenta en cada caso.

. Analiza en qué situaciones es razonable utilizar una distribucién de Poisson. Expli-
ca como cambia su parametro al modificar el intervalo de tiempo, area o volumen
observado.

Escribe una situacién que pueda modelarse mediante una distribucion uniforme dis-
creta y otra mediante una uniforme continua. Explica qué significa “uniforme” en cada
€aso.

Explica la propiedad de falta de memoria de la distribucién exponencial y escribela
mediante probabilidades condicionales.

Analiza la relacién entre un conteo Poisson y el tiempo de espera exponencial hasta
la primera ocurrencia.

Explica como se utiliza la distribucién normal estandar para calcular probabilidades
de una variable aleatoria normal.

Calculo y operaciones numéricas

En todos los ejercicios, escribe primero la expresiéon tedrica que permite obtener la proba-
bilidad solicitada e identifica con claridad la distribucién y sus pardmetros. Después, utiliza
un paquete de R anicamente para obtener el valor numérico final. La instruccién de usar R
no sustituye el planteamiento teérico: una respuesta que presente solo el resultado numérico

oel

1

2.

comando de R se considerara incompleta.
. Sea X ~ Bin(10,0.6). Calcula P(X =6), P(X > 6) y P(3 < X <38).
Sea X ~ Bin(n,p). Calcula P(X > 1| X > 1).

Sea X ~ Geom(0.1), donde X cuenta los ensayos hasta el primer éxito. Calcula P(X =
5),P(X>5)yP(X >8|X >3).

Sea X ~ NegBin(4, 0.3), donde X cuenta los ensayos necesarios para obtener el cuarto
éxito. Calcula P(X =7) y P(X > 7).

. Sea X ~ Pois(5). Calcula P(X <4),P(X >12) yPU < X <7).

Sea X ~ Hipergeom(N = 30,K = 10,n = 6). Calcula P(X = 0), P(X > 1)y
P(X <2).
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10.

11.

12.

5.3.

Sea X ~ Unif{1,2,...,10}. Calcula P(X? > 9) y P(|X/2] = 3).
Sea X ~ Unif(1,5). Calcula P(X > 2), P(X > 2| X > 1.5) y P(2 < X < 4).

Sea X ~ Exp(1/3), con parametro de tasa A = 1/3. Calcula P(X <1), P(1 < X <3)
yP(X >4 | X > 2).

Sea X ~ Gamma(3,2), donde el primer parametro es el de forma y el segundo es el
de tasa. Calcula P(X < 1), P(1 < X <2), P(X > 2).

Sea Z ~ N(0,1). Calcula P(—-1.5 < Z < 1.5), P(Z > 1.96) y el valor c¢ tal que
P(Z < ¢) = 0.8531.

Sea X ~ N(950,10%). Calcula P(947 < X < 958) y el valor ¢ tal que P(X < ¢) =
0.8531.

Planteamiento y modelacién

. Una empresa dispone de tres productos de inversiéon de cierto tipo. Cada cliente desea

comprar uno, independientemente de los demés, con probabilidad 0.4. Durante una
hora llegan cinco clientes. Define una variable aleatoria, identifica su distribucion y
calcula la probabilidad de que todos los clientes que desean comprar el producto puedan
hacerlo.

Un director afirma que el 80 % de quienes asisten a una presentaciéon consideran que
los servicios de su empresa son de muy alta calidad. Se encuesta a 25 asistentes.
Define una variable aleatoria, identifica su distribucién y calcula la probabilidad de
que exactamente 22 compartan esa opinién.

Un inversionista tiene 30 opciones independientes, cada una con probabilidad 0.25 de
resultar exitosa. Define una variable aleatoria, identifica su distribucién y calcula la
probabilidad de que al menos 18 inversiones sean exitosas.

. En una poblacién, el 90 % de los dentistas recomienda cierta pasta dental. Se entrevista

a dentistas, de manera independiente, hasta encontrar al primero que no la recomienda.
Define una variable aleatoria, identifica su distribucién y calcula la probabilidad de
necesitar exactamente cinco entrevistas y la de necesitar al menos cinco.

. En promedio hay cuatro personas en cada region de 2m? de un bar. Define una variable

aleatoria y calcula la probabilidad de que no haya personas en una region de 2m? y
la de que haya al menos tres en una region de 4 m?.

Una exhibicion recibe, en promedio, cinco visitantes por hora. Define las variables
necesarias y utiliza un modelo Poisson para calcular la probabilidad de que en media
hora lleguen cuatro visitantes o menos y la de que durante una hora lleguen al menos
doce.

Una firma tiene 20 clientes: ocho invierten en bonos y doce en acciones. Se seleccio-
nan al azar, sin reemplazo, cinco clientes. Define una variable aleatoria, identifica su
distribucién y obtén su funcién de distribucion.

Un banco tiene 30 préstamos empresariales, diez de alto riesgo. Una auditora seleccio-
na al azar seis préstamos, sin reemplazo. Define una variable aleatoria, identifica su
distribucién y calcula la probabilidad de que al menos uno sea de alto riesgo.
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10.

11.

12.

13.

14.

Un vendedor se ubica al azar a lo largo del segmento de playa entre los hoteles A y
B. Define una variable aleatoria uniforme continua y calcula la probabilidad de que
esté mas cerca de A que de B y la de que su distancia a A sea al menos tres veces su
distancia a B.

El nimero de inversionistas que llegan a una oficina entre los tiempos 0 y t sigue
una distribucién Poisson con parametro At. Sea T el tiempo hasta la primera llegada.
Identifica la distribucion de T' y obtén P(T" > t).

La longitud, en milimetros, de los tornillos de una fabrica se distribuye normalmen-
te con media 950 y desviacién estandar 10. Define la variable aleatoria y calcula la
probabilidad de que un tornillo mida entre 947 y 958 milimetros.

* Se lanza un dado equilibrado 1000 veces. Define una variable aleatoria y utiliza una
aproximacién normal, con correccion por continuidad, para calcular la probabilidad de
que el namero seis aparezca entre 150 y 200 veces, inclusive.

* El 75% de los conductores de cierto estado utiliza regularmente el cinturén de
seguridad. Se seleccionan 500 conductores. Define una variable aleatoria y utiliza una
aproximacion normal, con correccién por continuidad, para calcular la probabilidad de
que entre 360 y 400, inclusive, utilicen el cinturén.

En el siglo XVII, el caballero de Méré pidi6é a Blaise Pascal comparar las probabilida-
des de dos eventos. Calcula las probabilidades de los siguientes eventos, que de Méré
consideraba igualmente probables antes de que la experiencia mostrara lo contrario.

a) Se lanza un dado equilibrado cuatro veces. Calcula la probabilidad de obtener al
menos un 6.

b) Se lanzan dos dados equilibrados 24 veces. Calcula la probabilidad de obtener al
menos un doble seis.
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6.1.

10.

11.

12.

6.2.

Caracteristicas numéricas de una variable aleatoria

Comprension tedrica

. Explica qué informacién proporciona la esperanza de una variable aleatoria y por qué

no necesariamente coincide con uno de sus valores posibles.

. Escribe la definiciéon de esperanza para una variable aleatoria discreta y para una

continua. Indica las condiciones bajo las cuales existe.

Explica la Ley del Estadistico Insconsciente (LOTUS). Escribe la formula para calcular
E[g(X)] cuando X es discreta y cuando es continua, sin obtener primero la distribucion

de g(X).

Escribe las propiedades de linealidad de la esperanza. Analiza por qué para calcular
E(aX + b) no se requiere conocer la distribucion de aX + b.

Explica qué mide la varianza y escribe dos féormulas equivalentes para calcularla. Jus-
tifica por qué Var(X) > 0.

Verifica que, para constantes a y b,
Var(aX +b) = a*Var(X).
Explica por qué sumar una constante no modifica la varianza.
Analiza si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica cada respuesta.

a) Si E(X ) = 0, entonces X = 0 con probabilidad uno.

)
b) Si Var(X) = 0, entonces X es constante con probabilidad uno.
c) SiE(X) = E(Y), entonces X y Y tienen la misma distribucion.
)

d) Si Var(X) = Var(Y), entonces X y Y tienen la misma distribucion.

Explica qué es un cuantil de orden p. Analiza cudndo puede no ser tnico y distingue
entre mediana, cuartiles y percentiles.

Sea X una variable aleatoria cuya distribucién es simétrica respecto de a. Justifica
que, cuando la esperanza existe, E(X) = a. Analiza si la mediana también debe ser
igual a a.

Explica por qué la media y la mediana pueden ser muy distintas en una distribucién
asimétrica. Indica cual de las dos es mas sensible a valores extremos.

Comprueba que si X y Y tienen la misma distribucion, entonces E[g(X)] = E[g(Y)],
siempre que las esperanzas existan.

Analiza la diferencia entre g(E[X]) y E[g(X)]. Escribe un ejemplo en el que estas
cantidades no coincidan.

Calculo y operaciones numéricas

. Sea X una variable aleatoria con funcién de masa

xT

fx(z) = 1*01{1,2,3,4} (7).

Calcula E(X), E(X?), Var(X) y la desviacién estandar de X.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

fX(IE) = 2(13]1(071) (ZL‘)
Calcula E(X), E(X?), Var(X) y la mediana de X.

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién

0, z <0,
Fx(z) =< 2%/4, 0<2<2,
1, T > 2.

Calcula la media, la varianza y los cuartiles de X.

. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

fx(x) = %e_m]lR(:r).

Utiliza la simetria para obtener E(X) y la mediana. Calcula después E(X?) y Var(X).

. Sea X ~ Bin(10,0.6). Calcula E(3X — 2) y Var(3X — 2).

Sea X ~ Geom(0.1), donde X cuenta los ensayos hasta el primer éxito. Calcula la
media, la varianza y el menor entero m que satisface P(X < m) > 0.75.

Sea X ~ Pois(5). Calcula E(X), Var(X) y, usando LOTUS, E[X (X — 1)].
Sea X ~ Unif{1,2,...,10}. Calcula E[(X — 5)?].
Sea X ~ Unif(1,5). Calcula la media, la varianza, la mediana y los cuartiles de X.

Sea X ~ Exp(1/3), con parametro de tasa A = 1/3. Calcula la mediana y el percentil
90.

Sea X ~ N(950,10?). Calcula los cuantiles de érdenes 0.025 y 0.975. Utiliza R.

Sea X una variable aleatoria con E(X) = 3 y Var(X) = 4. Calcula E(2X? — 3X + 1)
y Var(b — 2X).

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

20000

Ix(x) = mﬂ(o,oo) (z).

Determina si existen E(X) y Var(X). Plantea las integrales correspondientes y utiliza
software para evaluarlas o determinar si convergen.
Sea X variable aleatoria con funcién de densidad dada por
fx(x) = ce*)‘xl(oyoo) (x).
Se sabe que la mediana de X es 4. jcuél es la probabilidad de que X sea mayor a 57

Sea X una v.a. con funcién de densidad de probabilidad

_1
24

fx(x)

[_ga)(z), a>0.

Utilizando la desigualdad de Chebyshev, calcule una cota inferior para P(|X| < a).
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16.

6.3.

10.

Sea X una variable aleatoria continua no negativa con E[X]| = 25. Utiliza la desigual-
dad de Jensen para establecer una cota (inferior o superior, segin corresponda) en
cada uno de los siguientes casos.

a) E[X3].
b) E[VX].
c) Elin(X)].
d) Ele=*X].

Planteamiento y modelacién

. Una empresa dispone de tres productos de inversién de cierto tipo. Durante una hora

llegan cinco clientes y cada uno desea comprar uno, independientemente de los demaés,
con probabilidad 0.4. Define la variable aleatoria que cuenta la demanda y calcula su
media y su varianza. Interpreta ambos resultados en el contexto del problema.

. Una exhibicién recibe, en promedio, cinco visitantes por hora. Define una variable

aleatoria para el niimero de visitantes que llegan en media hora. Calcula e interpreta
su media y su varianza.

Una firma tiene 20 clientes: ocho invierten en bonos y doce en acciones. Se seleccionan
al azar, sin reemplazo, cinco clientes. Define la variable aleatoria que cuenta cuéntos
invierten en bonos y calcula su media y su varianza.

El tiempo, en minutos, que una persona espera para recibir atencion tiene distribuciéon
exponencial con media de seis minutos. Calcula la mediana y el percentil 90. Interpreta
ambos valores.

La longitud, en milimetros, de los tornillos de una fabrica se distribuye normalmente
con media 950 y desviacién estandar 10. Determina el intervalo simétrico respecto de
la media que contiene el 95 % central de las longitudes.

Una inversién produce una ganancia de 200 pesos con probabilidad 0.6 y una pérdida
de 150 pesos con probabilidad 0.4. Define la ganancia aleatoria, calcula su esperanza
y su varianza, e interpreta si el juego es favorable en promedio.

Una aseguradora paga 10000 pesos si ocurre un siniestro, cuya probabilidad es 0.02,
y no paga nada en otro caso. Define el pago aleatorio y utiliza su esperanza para
determinar la prima minima que cubre el pago promedio, sin considerar otros gastos.

El precio de un activo al final del dia es una variable aleatoria X con E(X) = 120 y
Var(X) = 25. Una cartera contiene tres unidades del activo y 40 pesos en efectivo.
Define el valor final de la cartera y calcula su media y su desviaciéon estandar.

Una moneda equilibrada se lanza hasta que alguno de sus dos resultados aparece
por tercera ocasién, no necesariamente de forma consecutiva. Sea T el nimero de
lanzamientos realizados. Obtén la media y la varianza de T

Una colonia comienza con una célula en la primera generacién. En cada generacion,
cada célula muere con probabilidad 0.1 o se divide en dos con probabilidad 0.9, inde-
pendientemente de las demas. Sea X el numero de células de la tercera generacion.
Utiliza su funcién de masa para calcular e interpretar E(X) y Var(X).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

* El problema del ladréon de Bagdad. El ladréon de Bagdad ha sido colocado en
una prisién con tres puertas. Una conduce a un tinel que requiere un dia de travesia
y lo regresa a la misma prisiéon. Otra conduce a un ttnel més largo que lo regresa a la
prisién después de tres dias. La tercera conduce a la libertad inmediatamente. Sup6n
que, cada vez que regresa a la prision, el ladron elige una puerta uniformemente al azar.
Calcula el ntimero promedio de dias que tarda en quedar en libertad y su desviaciéon
estandar. Considera los casos en que el ladrén recuerda la elecciéon y en los que no

En un casino hay una caja con cinco canicas rojas y cinco azules. Se seleccionan dos
canicas al azar, sin reemplazo. Si ambas son del mismo color, ganas p pesos; si son de
colores distintos, pierdes un peso. Determina el valor de p que hace que el juego sea
justo, es decir, que su valor esperado sea cero.

El tiempo de vida, en anos, de una consola de videojuegos se modela mediante una
variable aleatoria X con funcién de densidad

() = 57121 0. (2).
El precio de la consola es de 12 000 pesos. Si la consola falla durante el primer ano, la
compania reembolsa el 100 % de su precio; si falla durante el segundo ano, reembolsa el
50 %; si falla después del segundo afo, no realiza ningtin reembolso. Define la variable
aleatoria que representa el reembolso y calcula el valor esperado del pago que realiza
la compania por cada consola vendida.

Pierre-Simon Laplace declaré en Théorie analytique des probabilités (1812):

Las preguntas mds importantes de la vida, de hecho, no son en su mayoria mds que
problemas de probabilidad.

Se elige uniformemente al azar una palabra de esta afirmacion. Sea N el nimero de
letras de la palabra elegida.

a) Calcula la moda, la mediana, la media y la desviacion estandar de N.

b) Calcula la probabilidad de que N diste de su media en menos de dos unidades.
El rendimiento de un portafolio se modela mediante una variable aleatoria X con media
9.64 % y desviacion estandar 13.5%. Una inversionista desea ajustar el portafolio de

modo que el nuevo rendimiento tenga media 12 % y desviacion estandar 9 %. Determina
la transformacion de la forma a + bX que produce estas caracteristicas.

* El ntimero anual de tormentas de nieve que ocasionan el cierre de un negocio se
modela mediante una variable aleatoria X cuya funciéon de masa satisface

P(X =) 2.5
— = — =1,2,3,...
PX=z-1) =z’ TS

a) Calcula la probabilidad de que en un afio no ocurra ninguna tormenta que pro-
voque el cierre del negocio. Sugerencia: recuerda que > >° o /z! = e®.

b) Obtén la funcion de masa de X para z =0,1,2,....
c¢) Calcula E(X).
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Se tienen dos urnas. La urna I contiene diez pelotas: cinco marcadas con 0, tres con
1 y dos con 2. La urna II contiene diez pelotas: tres marcadas con 0, cuatro con 1 y
tres con 2. Se elige al azar una pelota de cada urna, de manera independiente. Sea X
la suma de los nimeros marcados en las pelotas seleccionadas. Determina la media, la
moda y la mediana de X.

* La paradoja de San Petersburgo. Una persona lanza una moneda equilibrada
hasta obtener por primera vez la cara elegida de antemano. Si el primer éxito ocurre en
el lanzamiento n, recibe un premio de 2" pesos. Calcula la media del premio y analiza
el resultado.

Una exhibicién de arte en Nueva York recibe en promedio a 5 personas por hora.

(a) Si el ingreso diario de la galeria, generado por las visitas durante 7 horas de
operacién, se modela como

W = —100 + N + 2N?2,

donde N es el namero de visitantes recibidos por dia. Encuentre el ingreso espe-
rado por dia en la galeria.

(b) Sise consideran 5 dias (independientes) en una semana, determine la probabilidad
de que en al menos 4 dias hayan més de 7 personas entre las 11:00 y las 12:00
hrs.

Sea X v.a. que denota el contenido de un frasco de un perfume medido en mililitros.
De acuerdo a la experiencia se puede considerar que X ~ N(100,02). El encargado
de calidad de la casa de perfumes requiere que no mas del 5% de los frascos llenados
contengan menos de 98 ml o bien mas de 102 ml. Determine el valor maximo que o,
puede tomar para satisfacer los requerimientos del encargado.

El tiempo que tarda en trasladarse de su casa al ITAM se puede modelar como una
variable aleatoria normal con media igual a 40 minutos y desviaciéon estandar igual a
7 minutos. Su primera clase es a las 11:30 A.M, y va a la escuela 20 dias al mes.

(a) Si sale todos los dias de su casa a las 10:35 A.M, ;qué proporcion de dias llega
tarde?

(b) Calcule la probabilidad de que llegue méas de dos dias tarde en un mes. Explique
sus supuestos.

(c) Si quiere estar 90 % seguro de que va a llegar temprano a la escuela, ja qué hora
es lo mas tarde que debe salir de su casa?

La precipitacion pluvial anual medida en pulgadas de una regién especifica sigue apro-
ximadamente una distribucion N (40, 16). ;Cual es la probabilidad de que, comenzando
este aflo, tengan que pasar mas de 10 anos para que ocurra una precipitacion pluvial
anual de mas de 50 pulgadas?

Las ganancias de un inversionista se modelan con una variable aleatoria exponencial
de media $2000. En un fondo con 10 inversionistas, jcual es la probabilidad de que 9
o 10 tengan ganancias mayores a $20007 (Sugerencia: supén independencia entre las
ganancias de los inversionistas).

La altura méxima, X, que alcanzan cierto tipo de flores se asume con distribucion
Normal de media j y varianza 2. Por experiencia, se sabe que el 33 % de este tipo de
flores alcanza una altura méaxima menor a los 50 centimetros; mientras que, el 69.5 %
tienen una altura maxima menor a los 60 centimetros. Determina:
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la media y varianza de la altura maxima alcanzada por estas flores;
el porcentaje de flores cuya altura méxima es mayor a los 70 centimetros.

Supén que a las flores se les aplica un nuevo tratamiento, de tal manera que
la altura maxima de crecimiento ahora esta modelada por medio de la variable
aleatoria Y = 1.1X +5. Encuentra la distribucion de Y y determina la proporciéon
de flores cuya altura méxima se encuentra entre los 70 y 80 centimetros.
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7.1.

7.2.

Funcién generadora de momentos y transformaciones de
variables aleatorias

Comprension teoérica

. Sea X una variable aleatoria con funciéon generadora de momentos My (t) y define

Yx (t) =log Mx(t). Verifica que

U (0)=E(X) vy %(0) = Var(X).

. Sea Y una variable aleatoria con f.g.m. My (t) y define W = aY + b, donde a,b € R.

Verifica que
My (t) = ethy(at).

Analiza si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica cada respuesta.
a) Si dos variables aleatorias tienen la misma f.g.m. en un intervalo abierto que

contiene al cero, entonces tienen la misma distribucion.

b) Si dos variables aleatorias tienen los tres primeros momentos iguales, entonces
tienen la misma distribucion.

c¢) La f.g.m. de una variable aleatoria siempre existe para todo t € R.

d) Si Mx(t) existe en un intervalo abierto que contiene al cero, entonces M)(f)(O) =

E(XF).

Explica la diferencia entre obtener la distribucion de Y = ¢g(X) mediante el método
de la funcién de distribuciéon y mediante el teorema de cambio de variable. Indica qué
debe revisarse cuando g no es uno a uno.

. Sea X ~ N(0,1) y Y = X2, Explica por qué no es correcto aplicar directamente la

formula de cambio de variable usando una sola inversa de g(x) = x2. Identifica las
ramas inversas que deben considerarse.

Considera la afirmacion: “si g es creciente, entonces Fyyy(y) = Fx(g~'(y))". Indica
las condiciones bajo las cuales es valida y escribe la expresion correspondiente cuando
g es decreciente.

Calculo y operaciones numéricas

. La variable aleatoria X tiene funcién generadora de momentos

Mx (t) = ae’ + be*.

Se sabe que Var(X) =2/9y a < 1/2. Determina E(X).

Sugerencia. Usa primero Mx(0) = 1 para relacionar a y b.

. Sea Y una variable aleatoria con f.g.m.

My(t)=(1-0.25t)"%,  t<4

a) Obtén la media y la varianza de Y.
b) Determina si su distribucion es simétrica.

c) Para W = 6Y — 2, calcula My (¢).
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d) Obtén la media y la varianza de W a partir de su f.g.m.
. Sea X una variable aleatoria con f.g.m.

eat

M) =12

-1<t<l.

Si E(X) =3y Var(X) = 2, calcula a y b.

. Sea Y una variable aleatoria con densidad
Iy (y) = €1 ( oo 0)(¥)-

a) Calcula E(eY/2),
b) Obtén My (t) e indica para qué valores de ¢ existe.

¢) Calcula Var(Y) mediante la f.g.m.

. Sea X ~ N(0,1). Usa el hecho de que, para todo k € R,
/ e @R/2 g0 — 2T,

para obtener la f.g.m. de X.

. Sea X ~ N(0,1) y sea Y una variable aleatoria con funcion de masa
1
P(Y:—\/ﬁ)zp(y:\/ﬁ)zé, P(Y =0) = =.

Comprueba que los tres primeros momentos de X y Y coinciden. Analiza si esto implica
que tienen la misma distribucion.

. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribuciéon
Fx(z)=1—e\7, x>0,
y define Y = | X |. Obtén la funcién de masa de Y.

. Sea U una variable aleatoria con densidad

fu(u) = %ﬂ(_u)(u)-

Obtén la funcién de distribuciéon y la densidad de las siguientes variables:

a) Y1 =|UJ;
b) Y2 = U2+1;
C) Y3 = (U+ 1)71.

. Sea Y una variable aleatoria con densidad
fy(y) =2(1-y)Len(y)
Obtén la densidad de

U =2Y —1, Upy=1-2Y y Us3=Y?2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sea X una variable aleatoria con densidad fx(z) = 1(o1)(7). Obtén la densidad de
y=XxY8  pB=+o0.
Distingue los casos 8 >0y 8 < 0.

Sea X una variable aleatoria con densidad fx (z) = ™1 o) (7). Obtén la distribucion

de
X

Y =——.
1+ X
Sea X una variable aleatoria continua con densidad
3
fx(@) = Sa + D)
y define

1-X2, X<0,
Y =
1-X, X>0.

Obtén la densidad de Y. Explica cémo intervienen en el calculo las distintas ramas de
la transformacion.

Sea X una variable aleatoria con densidad

Fx(@) = (o).

Obtén la densidad de

Determina primero el soporte de Y.

Sea © una variable aleatoria con densidad

1
fo(0) = —L(—rj2.n/2)(0)-
Para una constante A > 0, obtén la densidad de Y = Asin © y determina su soporte.

Se dice que W tiene una distribucién Pareto con parametros o > 0y 6 > 0 si

af®
fw(w) = Wl(e,oo) (w).

Sea X una variable aleatoria con densidad fx(z) = )\e_Ax]l(O’oo)(x) y define Y = ce”X,
donde ¢ > 0. Verifica que Y tiene una distribuciéon Pareto e identifica sus parametros.

x Sea Z ~ N(0,1) y define Y = Z2.

a) Obtén la densidad de Y mediante el teorema de cambio de variable.

b) Identifica la distribucion de Y y sus pardmetros.

c¢) Escribe P(Y > 4) en términos de la funcion de distribucion correspondiente.
Deja expresado el planteamiento tedrico y utiliza un paquete de R tnicamente
para obtener el valor numeérico final. Una respuesta que contenga solo el comando
o el resultado de R se consideraréd incompleta.

Sean X ~ Gamma(4,2), con pardmetro de tasa, y Y ~ X52;~ Determina una constante
¢ > 0 parala cual ¢cX y Y tengan la misma distribucién. Justifica tu respuesta mediante
una transformaciéon y la relaciéon entre ambas familias. Usa después esa relaciéon para
expresar P(X > 5) como una probabilidad asociada con una variable ji-cuadrada y
obtén tnicamente el valor numérico final con un paquete de R; conserva explicito todo
el planteamiento teorico.
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7.3.

Planteamiento y modelacion

. Un minorista vende 18 marcas de vino, seis de las cuales provienen de una region

especifica. Un cliente elige cuatro marcas al azar, sin reemplazo. Define la variable
aleatoria que cuenta cuédntas marcas elegidas provienen de esa region y obtén su funciéon
generadora de momentos.

. El tiempo, en minutos, que tarda una persona en ser atendida en una ventanilla tiene

distribucién exponencial con tasa A. La persona debe caminar cinco minutos para llegar
a la ventanilla y, una vez atendida, el tramite dura el doble del tiempo de espera. Define
una variable aleatoria para el tiempo total transcurrido desde que comienza a caminar
hasta que termina el tramite. Obtén su funcién generadora de momentos e identifica
su media y su varianza.

Una méquina corta barras cuya longitud X, medida en metros, tiene densidad

fX (x) = 21']1(071) (.’,If)

Cada barra se utiliza para construir un cuadrado, por lo que su drea es A = X2/16.
Obtén la funcién de distribucion y la densidad de A. Indica el conjunto de valores que
puede tomar esta variable.

Una antena se instala en el centro de un terreno circular de radio R. La direccion
del cable que la sostiene forma con el suelo un dngulo © uniformemente distribuido
en (0,7/2). Si la altura alcanzada por el cable es H = Rtan©, obtén la funcion de
distribucién y la densidad de H. Explica qué valores puede tomar la altura en este
modelo.

. La duraciéon X, en horas, de una bateria tiene distribucién exponencial con tasa A. En

la pantalla de un dispositivo se muestra el porcentaje de energia consumida al cabo
de t horas mediante la variable

Y = 100 (1 - e*X/t) ,

donde t > 0 es fijo. Obtén la funcién de distribucion y la densidad de Y. Determina
ademés la probabilidad de que el porcentaje mostrado sea mayor que 75.
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8. Autoevaluacion. Variables aleatorias

8.2. Calculo y operaciones numéricas

1. Sea X una v.a. con funcién de densidad de probabilidad

Fa) = s —2<w <4,
0 en otro caso.

a) Calcula la funcion de distribucion (acumulada) de X.

c
d

Encuentra los cuantiles de orden 0.25, 0.5 y 0.75 de X.

)
b) Calcula la media y la varianza de X.
)
) Considera la siguiente variable aleatoria

1 si X >0,
U'—{ -1 siX <O.

Calcula la funcién generadora de momentos de U. ;Cémo calcularias la media de

U?
e) Calcula la funcion de densidad de probabilidad de la v.a. V == %X + 2.

2. La funcién de distribucion acumulada de una v.a. X es

1 _x :
{26, six <0,

Fz) = 1-— %e‘x, six > 0.

a) Encuentra los cuantiles de orden 0.25, 0.5 y 0.75 de X.

b) Encuentra la f.d.p. delav.a. Y :=a+ X, conaeRy > 0.

¢) Sabiendo que la f.g.m. de X es

<1,
encuentra la funcién generadora de Y.

3. Sea X ~N(52,9) y Z ~ N(0,1).

a) Utilizando el hecho que P(Z < —2) = 0.2525, calcula P(50 < X < 54).

b) Sea Y ~ N(u,9). Sabiendo que P(Y > 55) = 0.75 y P(Z < —0.6745) = 0.25,
determina el valor de pu.

4. Sea Z ~ N(0,1) y X una v.a. definida como sigue

1 siZ <0,
X:=4q¢ 2 si0< Z<0.8416,
3 sie.o.c.

Calcula la media de X, sabiendo que el cuantil 0.2 de Z es —0.8416.
5. Sea X una v.a con la siguiente funcién de distribucion.

0 six < —9,

0.15 si —5<x <2,
F(z)=4¢ 040 si2<uz <3,

0.80 sid3<z<9,

1 six > 9.

Encuentra la f.m.p. o f.d.p., segtin sea el caso. Encuentra los cuantiles de orden 0.25,
0.5y 0.75.
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6. Sea X una v.a. con f.p.m. dada por la siguiente tabla:

T -2 1 -1 0
P(X:x) 0.1 ]0.21]0.15

1
0.2

2
0.1

3
0.15

0.05 | 0.05

a) Encuentra la media, mediana y la moda de X. ;Es X una v.a. simétrica? Justifica

la respuesta.

b) Calcula la varianza de X usando la ley del estadistico inconsciente.

¢) Calcula la probabilidad de los siguientes eventos:

P(X <1|X%2<2), PX?>2|X<1),

P(X <0|X?>1).

d) Sea Y () = 1;x>0)(z). Calcula la media y la varianza de la v.a. W = a — 3bY/,

con a, b constantes.
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Respuestas
0. Nociones basicas de matematicas
0.1. Algebra, exponentes e integrales
0.1:1. a) z=
b) = —4.
¢) p=gq/(1+q), conq#—1
d) z=p+oy.
) t = (logy — 1)/2
0.1:2. a) z?
b) ab/b3
¢) e2+2,
d) 22
e) 4/27
0.1:33. la| = —a, | —a|=—ay |2a — 1| =1 — 2a.
0.1:4. a) 3(1-3719)
b) 1/2.
c) 5565.
0.1:5.  a) 20.
b) 25.
c) 14.
d) 1.
e) 49/6.
0.1:6. a) ¢'(z) = 2xf'(2?).
b) (1 + 3x)eda+2,
c) (—x2+2x —1)e 2.
0.2. Vectores y matrices
0
0.2:1 (_5>.
-1
0.2:2 <4 )
0
0.2:3 1].
)
)
0.2:4 -2 1.
1
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0.25. a) (2 5).

1 0
0.2:6. a) (2 4)

3 1
b) (2 -1 5)
0.2:7. a) 1.
b) —2

1 2
0.2:8. (2 _3>.
19
0.2:9. (12>.

1. [Espacios muestrales y probabilidad

1.2. Calculo y operaciones numeéricas
1.2:1. a) AUB=(-5,4)U[7,20), AnB=2y AnC = [7,20).
b) A¢ = (—00,7) U[20,00), B¢ = (—o0,—5]U[4,00) y C° = (—00,0).
¢) (AUB)® = (—00,—5|U[4,T)U[20,00) = A°NB°y (ANB)* =R = A°U B°.
1.2:2. P(A°U B°) = 0.8, P(A°N B°) = 0.1, IP’(AC NB) =03y P(A°UB) = 0.6.
1.23. P({a}) = g, P({b}) = § y P({c}) =
1.2:4. P(A°) = 0.8, LAU B) = 0.5, P(AN B) =0y P(AUB®) =0.7.
1.2:5.  a) 0.49.
b) 0.28.
1.2:6. a) P(AUB) =

b) (exactamente uno) = 3.

1.2:7. PLAUB) =3 yP(ANB) =3
1.3. Planteamiento y modelacién

1.3:1. Q = {15, 18,20, 24, 30, 36, 40, 48}.

1.3:2.  a) Q= {M, L}*, donde M significa “mayor que la mediana” y L, “menor o igual que
la mediana”; |Q| = 16.

b) A={w:#M >2}, B={w: #M =2} y C = {w: #L = 1},
c) |A|=11, |B|=6y |C|=14.

1.3:3. a) Q={(3),4),(5),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4), (2,5),(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5), (2, 1,3), (2, 1,4), (¢
b) A={(3),(4),(5)}
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c) B={(5),(1,5),(2,5),(1,2,5),(2,1,5)}.

d) €={(3).(4),(5),(2,3),(2,4),(2,5)}.
1.3:4. Q = {E, F}?, donde FE significa éxito y F, fracaso.
1.3:5.  a)

)
)

1.3:6. P(A

o
@ Glov Bler

o

C
=
|

— 1 P(ANB) =1} P(4A°) = L yP(B?) = 2.

1.3:7.

Q. o T 9o

—h

1.3:8.

Q

€]
~— ~— ~— ~— ~— O~ — ~—— ~—

o
e S S gl g g e

o
[
©

(oW
—
o
=

1.3:9. Q= {1,...,20}* y P(Joey gana) = 5L = 0.68.

1.3:10. a) Q= {4,S}
b) {AASS, ASAS, ASSA,SAAS,SASA, SSAA}.
c) {ASSS,SASS,SSAS,SSSA,SSSS}.

1.3:11.
19 19 21
P(mayoria del ITAM) = (DG)+ Ejoi () + () S%; ~ 0.3815.
6
1.3:12.  a)

=3
~—
er - 2}

2. Probabilidad condicional e independencia

2.2. (Calculo y operaciones numéricas
2.2:1. a) 1/3.
b) 1/5.
c) 5/7.
d) 1
e) 1/7.
2.2:2. P(ANB) =0.18, (AU B) = 0.82 y P(B | A) = 0.45.
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2.2:3. P(ANB) = 0.14, P(AU B) = 0.76,

2.2:4.  a) 0.16.
b) 0.04.
¢) 0.94.
d) 0.44.

2.2:5. P(A) = 0.425, P(By | A) = 5/17, P(By | A) = 42/85 y P(Bs | A) = 18/85.

2.3. Planteamiento y modelacion

2.3:1.
b
c 9/38 ~ (.2368.
d) 22/31 = 0.7097.

e) 0.22.

b) 3/7 ~ 0.4286.

a)
)
)
)
)
2.3:2. a) 0.84.
)
2.3:3.  a)
b)
c) 63/128 ~ 0.4922.

2.3:4. 1—p.

2.3:5.  a) 528/5915 ~ 0.08926.

b) 9/22 ~ 0.4091.
2.3:6. 285/679 ~ 0.4197.
2.3:7. 42.5%.
2.3:8. 0.562/0.85978 ~ 0.6537.

2.3:9. a) 117/166 ~ 0.7048.
b) 7/18 ~ 0.3889.

P(A°N B) = 0.06 y P(A° N B¢) = 0.24.

2.3:10. a) Arbol binario de tres intentos con probabilidad inicial 1 /2; después de D, las

ramas tienen probabilidades p; y 1 — p1, y después de I, po y 1 — po.

b) ( —3)/2 + pa.
¢) pi+ (1 —p1)p2.
2.3:11.  a) /16
b) 13/16.

2.3:12. 14/37 ~ 0.3784.

2.3:13. a) Las dos cajas posibles no son igualmente probables: obtener oro es seguro en la

primera y tiene probabilidad 1/2 en la segunda.

b) 2/3.

2.3:14. a) 1/3.
b) 1/5.
2.3:15. 30/61 =~ 0.4918.
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3.

3.3.

Autoevaluaciéon. Fundamentos de probabilidad

Planteamiento y modelacion

3.3:1.

3.3:2.

3.3:3

3.3:4.

3.3:5.

4.

4.2.
4.2:1.

4.2:2.

21
P(el autobus llega tarde | hay trafico) = 2~ 0.9130.

a) 10p°(1 - p)>.
b) 4p*(1 — p)*.

. La probabilidad de que una persona adquiera una taza es
0.66.
! OO _ 4
?1533 = Too1 ~ 00450,
b) 1’%
a)
Q= {(17 1)7 (L 2)7 (173)7 (174)a (17 5)7
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4), (4,5),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5)},
y || = 25.
b)

A= {<17 1), (27 2)7 (3, 3)7 (4, 4>7 (57 5)}7
B ={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2), (5, )}

Los eventos A y B son independientes.

¢) P(A° | B%) = %

Funciones de masa, densidad y distribuciéon

Calculo y operaciones numeéricas

a) k=2.

b)
(O, r < —1,
x? 1
?—$2+§, 1<z <0,

FX(‘T): .%'4 1

—?+x2+5, 0<z<l,
1, x> 1.

) P(~1/2 < X < 1/2) = 7/16.

a) P(1.5 < X < 3) =3/8 y P(X > 3.75) = 31/256.
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4.2:3.

4.2:4.

4.2:5.

4.2:6.

4.2:7.

4.3.
4.3:1.

4.3:2.
4.3:3.

4.3:4.
4.3:5.
4.3:6.
4.3:7.

4.3:8.

1/8, 0<z<2,
fx(x)=<2/8, 2<x<A4,

0, en otro caso.
0, <1,
FX(x)_{l_Q—LIJ’ 2> 1.

1

set <0
FX(UU):{QG’ ! ’

1—%6*9”, x> 0.

k =1/96. La densidad alcanza su maximo en y = 6.

a) [ fx(x)de=1.
b) P(X > t) = 10000/(100 + )2, para t > 0.

La grafica une (0,0) con (1,1/2) mediante una recta y (1,1/2) con (4,1) mediante

Vx/2; es constante en 0 a la izquierda y en 1 a la derecha.

Planteamiento y modelacion
Para k=2,...,7,
65 (6-k+2)k—1
(s 6
Las probabilidades son 1/6,5/18,5/18,5/27,25/324,5/324.

P(X = k) =

P(Y =2)=1/6,P(Y =3)=1/3 y P(Y =4) =1/2.

P(X =0) =0.109, P(X = 2) = 0.162 y P(X = 4) = 0.729.

P(X = 3) = 1/4, P(X = 4) = 3/8 y P(X = 5) = 3/8.
! 0
P(X =x) = %, miax(0,n —4) <z <n.

P(X = 1) = (Z) (3/5)%(2/5)", x =0,1,...,n.

a) P(X =2)=(2x—1)/144, para x = 1,...,12.
b) P(X =x) = (z —1)/66, para z = 2,...,12.
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5. Variables aleatorias discretas y continuas importantes

5.2. Calculo y operaciones numéricas
5.2:1. 0.250823, 0.633103 y 0.898881.
1—(1—p)" —np(l —p)"!

1—(1—=p) '
5.2:3. 0.06561, 0.6561 y 0.59049.

5.2:2.

5.2:4. 0.055566 y 0.873964.

5.2:5. 0.440493, 0.005453 y 0.601602.

5.2:6. 0.065277, 0.934723 y 0.693571.

5.2:7. 0.8y 0.2.

5.2:8. 3/4,6/7 y 1/2.

5.2:9. 0.283469, 0.348652 y 0.513417.
5.2:10. 0.323324, 0.438573 y 0.238103.
5.2:11. 0.866386, 0.024998 y ¢ ~ 1.04982.

5.2:12. 0.406056 y ¢ ~ 960.498.

5.3. Planteamiento y modelacién

5.3:1. X ~ Bin(5,0.4); P(X < 3) = 0.91296.

5.3:2. X ~ Bin(25,0.8); P(X = 22) ~ 0.135768.

5.3:3. X ~ Bin(30,0.25); P(X > 18) ~ 0.00005008.

5.3:4. X ~ Geom(0.1); P(X = 5) = 0.06561 y P(X > 5) = 0.6561.
5.3:5. X4 ~ Pois(24); P(Xs = 0) ~ 0.018316 y P(X4 > 3) ~ 0.986246.
5.3:6. X; ~ Pois(5t); P(X,/y < 4) ~ 0.891178 y P(X; > 12) ~ 0.005453.

5.3:7. X ~ Hipergeom(20,8,5) y

0, x <0,
©(o) =3 Fat, 0se<s

k=0 5

1, T >5

5.3:8. X ~ Hipergeom(30,10,6); P(X > 1) ~ 0.934723.
5.3:9. Si X ~ Unif(0, L) mide la distancia a A, las probabilidades son 1/2 y 1/4.
5.3:10. T ~ Exp(\) y P(T > t) = e,

5.3:11. X ~ N(950,10%); P(947 < X < 958) ~ 0.406056.
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5.3:12.

5.3:13.

5.3:14.

6.2.
6.2:1.

6.2:2.
6.2:3.
6.2:4.
6.2:5.
6.2:6.
6.2:7.
6.2:8.
6.2:9.
6.2:10.
6.2:11.
6.2:12.
6.2:13.
6.2:14.
6.2:15.

6.2:16.

Aproximacién normal con correccién por continuidad: 0.925345.

Aproximaciéon normal con correcciéon por continuidad: 0.941069.

5\* 671
1—(2) =252 ~o0.517747.
a) <6> T~ 0-B1TTAT
35 24
b)Y 1—(22) A~ 0.491404.

Caracteristicas numeéricas de una variable aleatoria
Calculo y operaciones numeéricas

EX =3, E(X?) =10, Var(X) =1, ox = 1.

EX =2/3, E(X?) = 1/2, Var(X) = 1/18, mediana 1/+/2.

EX = 4/3, Var(X) = 2/9; cuartiles 1,v/2,/3.

EX = 0, mediana 0, E(X?) = Var(X) = 2.

E(3X —2) = 16, Var(3X — 2) = 21.6.
EX =10, Var(X) =90, m = 14.

EX = Var(X) = 5, E[X(X — 1)] = 25.
E[(X —5)?] = 8.5.

Media 3, varianza 4/3, mediana 3; cuartiles 2, 3, 4.

Mediana 3log 2; percentil 90, 3log 10.
Aproximadamente 930.4004 y 969.5996.

E(2X?% - 3X +1) =18, Var(5 — 2X) = 16.

EX = 100; E(X?) = Var(X) = oo.

c=XA=log2/4yP(X >5) =254

Cota de Chebyshev: P(|X| < a) > 2/3; el valor exacto es 1.

a) E(X?) > 15625.
b) E(VX) <5

c) E(log X) < log25
d) E(e=X)>e 2
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6.3.
6.3:1.

6.3:2.
6.3:3.
6.3:4.
6.3:5.
6.3:6.
6.3:7.
6.3:8.
6.3:9.

6.3:10.

6.3:11

6.3:12

6.3:13.

6.3:14

6.3:15

6.3:16

6.3:17.
6.3:18.

6.3:19.

6.3:20.

6.3:21

6.3:22

6.3:23.

Planteamiento y modelacion
X ~ Bin(5,0.4); EX = 2, Var(X) = 1.2.
X ~ Pois(2.5); EX = Var(X) = 2.5.
X ~ Hipergeom(20,8,5); EX = 2, Var(X) = 18/19.
Mediana 6log 2 = 4.159; percentil 90, 6log 10 ~ 13.816 minutos.
[930.4004, 969.5996] mm.
E(G) = 60, Var(G) = 29400; favorable en promedio.
Prima minima: 200 pesos.
E(V) =400, oy = 15.
E(T) = 17/4, Var(T) = 11/16.
E(X) = 3.24, Var(X) = 1.8144.

. Sin memoria: media 4, desviacién v/26; con memoria y sin repetir puertas: media 2,
desviacion /3.

. p = 5/4 pesos.
E(R) = 12000(1 — e~ Y/2) 4+ 6000(e~ /%2 — 1) ~ 6153.68 pesos.

. Moda 2, mediana 3, media 86/19 ~ 4.5263, desviacion estandar ~ 3.2504 y P(|N —
EN| < 2) = 7/19 ~ 0.3684.

. Y =5.5733 + (2/3)X.
. X ~ Pois(2.5): P(X =0) = e 2%, P(X = x) = e 27257 /2!, EX = 2.5.
E(Y) = oc.

a) EW = 2455.
b) 5pi(1 — p) + p® ~ 0.001413, donde p = P(Pois(5) > 7) ~ 0.133372.

Oz max ~ 1.0204 ml.

a) 0.01606.
b) 0.00385.
¢) Aproximadamente 10:41 A.M.

. 0.93961.
. 0.0008255.

a) p~ 54.6307, 0 ~ 110.8064.
b) 7.214 %.
¢) Y ~ N(65.0938,134.0758) y P(70 < Y < 80) ~ 0.23690.
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7.2.
7.2:1.

7.2:2.

7.2:3.

7.2:4.

7.2:5.
7.2:6.
7.2:7.
7.2:8.

7.2:9.

7.2:10.

7.2:11.

7.2:12.

7.2:13.

7.2:14.

7.2:15.

7.2:16.

7.2:17.

Funcién generadora de momentos y transformaciones de

variables aleatorias

Calculo y operaciones numéricas

a=1/3,b=2/3 y E(X)=5/3.

a))y

a) E(Y)=3/4y Var(Y) = 3/16.

b) No es simétrica.

¢) My (t) = e 2(1 — 1.5t)73, para t < 2/3.

d) E(W)=5/2y Var(W) = 27/4.
a=3yb=1.

a) 2/5.

b) My(t)=1/(1+1t), parat > —1.

c) Var(Y) = 1.
My (t) = e*/2,
Los tres primeros momentos son 0, 1, 0 en ambos casos; las distribuciones no son iguales.
P(Y =k)=e (1 —e?), parak=0,1,2,....

a) Fyi(y) =y en [0,1]y fvi(y) = Lo (v)-

b) Fy(y) =vy—Ten 1,2y fr(y) = 5012 ®)-

¢) Fyy(y) =1-1/(2y) paray > 1/2y fry(y) = 5,2 1(1/2.00) ()-
Joo(w) = 541y (w), fup(u) = 410y (W) y fu,(u) = 1?}1{511(0,1)(”@)-
8i8>0, fr(y) =By’ o) (y) 81 B <0, fr(y) = =By (1,00 ()

o—u/(1—1)
Fy(y) =1—exp[—y/(1 —y)] en (0,1) y fy(y) = #1(0,1)(:’”'
fr(y) = {3“16ﬁvy] +3(2-y)° } Lo,1)(¥)-
Sib>0, fy(y) = mﬂ(a/(b a),00)(¥)- Si b < 0, el soporte es (—oo,a/(b —
el numerador es |b|. Si b =0, Y = —1 casi seguramente.
fr(y) = ﬁﬂ(ﬂ,m (y).
Y ~ Pareto(\, c).
/

a) fy(y ) \/;,ri (0,00) (¥)-

¢) P(Y > 4) ~ 0.0455003.
c=4yP(X >5)=P(x2 > 20) ~ 0.0103361.
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7.3. Planteamiento y modelacion

7.3:1. N ~ Hipergeom(18,6,4) y Mn(t) = Sr_o e (2) (1) /().

7.3:2. T =5+2X, Mp(t) = e\/(\ — 2t) para t < \/2,
7.3:3. A~ Unif(0,1/16); Fa(a) = 16a en ese intervalo y fa(a) = 1619 1,/16)(a).

7.3:4. FH(h) *arctan(h/R y fH( ) m1(07m)(h)

7.3:5. Fy(y) = 1— (1 —y/100)* en (0,100), fy(y) = 155(1 — y/100)M 10 100)(y) y P(Y >

75) = 47,

8. Autoevaluacion. Variables aleatorias

8.2. Calculo y operaciones numéricas

E(T) =5+2/\y Var(T) = 4/)\2.

8.2:1. a)
0, r < =2,
4 — 2
* , —2<x<0
Fx(z) = 220
+4 0<zxz<4
20
1, x>4
28 746
b) E — —,
) B(X) = T2 y Var(X) = 2
¢) qo2s =1, qo5 = \fy go.7s = V11
4,1 3
e)
20—4
fv(v) = | 3 ’1(1,4)(0)
8.2:2. a) qoas = —log2, o5 =0y qor5 = log?2.
b)
1 ly — a\)
= —exp|— , eR
Ty (y) % ( 3 Y
¢)
eat 1
My (t) = t —.
Y( ) 1 ﬁ2t2, ‘ ‘ < /B
8.2:3. a) P(50 < X < 54) = 0.495.
b) =55+ 3(0.6745) = 57.0235.
8.2:4. E(X) =1.7.
8.2:5.
0.15, == -5,
0.25, x= =2,
px(x) = €040, z =3,
0.20, z= =9,
L0, en otro caso.
Ademés, qo.25 = 2, qo.5 = 3y qo.75 = 3.
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8.2:6. a) E(X) = 0.9, la mediana es 1 y las modas son —1 y 1. La distribucién no es

simétrica.
b) Var(X) = 3.79.
c)
2
P(X<1]X*<2)= 10 B(X*>2| X <1)=,
6
P(X<0|X?>1)=—.
d)
33 891
E(W)=a— b, V = — b
(W) =a—35b VarW) =755
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Soluciones

0. Nociones basicas de matematicas

0.1. Algebra, exponentes e integrales

0.1:1.  a) 3z — 7 =11 implica 3z = 18, por lo que = = 6.
b) De 2z — 6 = 5z + 6 se obtiene —3x = 12. Por tanto, z = —4.
c¢) De q(1 — p) = p se sigue que ¢ = p(1 + q). Asi,

siempre que q # —1.

d) Al multiplicar por o, se obtiene oy = x — . Por tanto,
T =u+oy.

e) Como y > 0, se puede tomar logaritmo en ambos lados: logy = 2t + 1. Por tanto,

_logy —1
==
0.1:22. a) 27273/2? = 27372 = 22 para z # 0.
b) (a?b™1)? = a3 = a®/b3, para b # 0.
C) 63x+2/e _ €2x+2
d) 6210g$ = log( ) = IQ, pues x > 0.
e) (1/3)* 4 (1/3)> =1/9+1/27 = 4/27.
0.1:3. Como a < 0, se tiene |a| = —a. Ademéas, —a > 0, de modo que | —a| = —a. Finalmente,

2a — 1 < 0, por lo que
2 —1|=—(2a—1) =1—2a.

0.1:4. a) Es una suma geométrica de razon 1/3:

Sy - )

b) La serie geométrica converge porque |1/3| < 1. Su suma es

Wl Wl

o=

1
1-L1 9

Wl

¢) Por la formula de la suma de los primeros n enteros positivos,

105(106)

1424.--4105 = = 5565.

0.1:5.  a)

4 22 4
/ 3+ x)dx = [3m+] = 20.
0 2]y
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/3 5dr = 5(3 — (—2)) = 25.

-2

2
/0 (423 — 2z + 1) dx = [1:4—x2+93]§:14,

d) Al hacer el cambio u = z — p, la integral es

1/00 “lul gy = 1 /0 “d +/Oo “Udu ) =1
9 _Ooe u—2 _Ooe U . e u | = 1.

e) Se separa la integral en z = 1:

2 1 2
/ :1:2|x—1]dw:/ mQ(l—:c)dx—i—/ 2}z —1)dx
) -2 1

27 n 17 49
4120 6
0.1:6. a) Por la regla de la cadena,
g'(z) = 2zf'(a?).
b) Por la regla del producto,

di ($63z+2) — 63x+2 + 3x63$+2 _ (1 + 3.%,)63904-2_
X

d
e ((z® +1)e™®) =22e® — (2® + 1)e ¥ = (=2 + 2z — 1)e ™.

0.2. Vectores y matrices

0.2:1.
1 2 2 0
= (45 ()= (5)
0.2:2.
1 0 2 1 -1
=45 1) ()= (3)
-1
0.2:3.
1 2 9 0
Cz=10 -1 <_1>: 1
3 1 5
0.2:4.
1 0 2 1 5
Dw=|-1 3 1 1]l =1-2
2 1 0 2 1
0.2:5. a)

6 2)=65):
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0.2:6.

0.2:7.

0.2:8.

0.2:9.

1.1.
1.1:1.

1.1:2.

b)
(1 20) c _(2 _1>
-13 1)\, 1 -2
a)
(1-23) _122
0 4 1 s
b)
2T
-1] =(2 -1 5)
5

( +(=2)(0) +3(-1) = 1.

(' (3) a0

El determinante es 3(1) — 2(2) = —1. Por tanto,
3 2\ 1 (1 -2\ (-1 2
2 1 o —1\-2 3) \2 -=3)°
32\ /-1 2\ (10
2 1 2 =3/ \0 1)’
3 2\ (5\ (19
2 1)\2) \12)°

Espacios muestrales y probabilidad

En efecto,

Comprensioén tedrica

Un fenémeno deterministico produce el mismo resultado siempre que se repiten las
mismas condiciones y, por tanto, su resultado puede predecirse exactamente a partir de
ellas. En un fenémeno aleatorio, aun cuando se mantienen las condiciones observables,
el resultado particular no puede conocerse de antemano; solo pueden describirse sus
posibles resultados y asignar probabilidades a los eventos de interés.

El rendimiento de un portafolio puede considerarse un fenémeno aleatorio porque su
valor futuro no se conoce con certeza. Entre sus fuentes de incertidumbre se encuentran
las variaciones en los precios de los activos, las tasas de interés y de cambio, las
noticias sobre las empresas, las condiciones macroeconémicas y las decisiones de otros
participantes del mercado. Aunque el rendimiento observado se calcula de manera
deterministica una vez conocidos los precios, esos precios futuros son inciertos.
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1.1:3.

1.1:4.

1.1:5.

1.1:6.

1.1:7.

1.1:8.

1.1:9.

El ntmero de transacciones fallidas durante un dia es aleatorio. Puede variar por fallas
de la red o de los servidores, errores de software, congestion del sistema, problemas
con los medios de pago y acciones de las personas usuarias. Antes de terminar el dia
se conocen los valores posibles, pero no cuél de ellos se observara.

La tasa de desempleo durante una recesiéon se modela como un fenémeno aleatorio
porque depende de numerosas variables cuyo comportamiento futuro no se conoce con
exactitud: cierres y aperturas de empresas, decisiones de contratacion, duraciéon de la
recesion, politicas publicas y cambios en la participaciéon laboral. Una vez reunidos los
datos, el calculo de la tasa es deterministico, pero su valor futuro es incierto.

La aceptacion de un producto es un fenémeno aleatorio. Depende, entre otros factores,
de las preferencias de los consumidores, el precio, la publicidad, la calidad percibida,
la respuesta de la competencia y el entorno econémico. El emprendedor puede estudiar
estos factores y construir un modelo, pero no determinar de antemano la respuesta de
cada consumidor.

a) La tasa de inflacion futura es aleatoria: depende de precios, expectativas, politica
monetaria, oferta y demanda, entre otros factores inciertos.

b) El tiempo de procesamiento de una transaccion bancaria es aleatorio, pues puede
variar con la carga del sistema, la red y otros retrasos operativos.

c) En las condiciones ideales indicadas es deterministico. El tiempo es distancia

entre velocidad:
5 km

=———=01h= i .
t 50 km/h 0 6 minutos

d) El resultado de la bolsa al cierre de un dia es aleatorio porque depende de nume-
rosas decisiones y de informacién que aparece durante la jornada.

e) Bajo una presion atmosférica fija y las deméas condiciones fisicas controladas, la
temperatura de ebulliciéon es deterministica.

a) AU B es el evento en el que ocurre A, ocurre B o ocurren ambos.

b) AN B es el evento en el que ocurren simultaneamente A y B.

c) A es el evento en el que no ocurre A.

El espacio muestral es Q = {1,2,3,4,5,6}, y A ={2,4,6} y B ={4,5,6}.

a) AU B significa que el resultado es par o mayor que 3; AN B, que es par y mayor
que 3; y A°, que no es par.

b)

AUB={2,4,5,6}, ANB=1{4,6}, A°=/{1,3,5}.

c¢) Para que ocurra A U B basta con que se cumpla al menos una de las dos condi-
ciones. Para que ocurra A N B deben cumplirse las dos al mismo tiempo.
Comprar al menos uno de los articulos es AU B.

Comprar ambos articulos es AN B.

No comprar un libro es A°.

No comprar ninguno es A° N B¢. Este evento coincide con (A U B)¢ por la ley
de De Morgan: que no ocurra la compra de al menos uno significa que no ocurre
ninguna de las dos compras.

PROBABILIDAD Versién 5.0



Cuaderno de Ejercicios 54

1.1:10.

1.1:11.

1.1:12.

1.1:13.

1.2.
1.2:1.

No existe una tnica modelacién correcta; una posible respuesta es la siguiente.

a) Un modelo continuo suele ser mas conveniente si los escenarios se describen me-
diante variables como crecimiento, inflacién y desempleo, que toman valores en
intervalos. Un modelo discreto también puede usarse si solo interesan categorias
previamente definidas.

b) Si A es el evento “la economia mundial crece durante el proximo afo”, entonces
A€ es “la economia mundial no crece durante el proximo ano”.

¢) Una particiéon posible es: crecimiento positivo, crecimiento nulo y crecimiento
negativo. Estas categorias cubren el espacio muestral y no se traslapan.

d) Tres eventos mutuamente excluyentes pueden ser “el crecimiento es mayor que
2%", “el crecimiento esta entre 0 % y 2 %” y “el crecimiento es negativo”. Ningtun
escenario puede pertenecer a dos de estos eventos simultdneamente.

El coeficiente (Z) representa el nimero de subconjuntos de k elementos que pueden
elegirse de un conjunto de n elementos, sin importar el orden. Elegir los k elementos
incluidos equivale a elegir los n — k elementos excluidos; por ello,

Para justificar la segunda identidad, fija un elemento del conjunto. Las selecciones de
k elementos se separan en dos clases disjuntas: si el elemento fijado no se elige, los k
elementos se escogen entre los otros n — 1, lo que puede hacerse de ("gl) formas; si se
elige, faltan k — 1 elementos por escoger entre los otros n — 1, lo que puede hacerse de

-1 .
(2_1) formas. En consecuencia,

n\y (n-—1 n—1
()= (") Go)
Un espacio muestral continuo es apropiado porque el precio puede modelarse, dentro
de cierto rango, mediante cualquier valor real y no solo mediante una lista finita de
posibilidades. Por ejemplo, si S es el precio futuro, un evento de interés es {S > 100}:
“el precio de la accion supera 100 unidades monetarias”. En la préactica los precios se

registran con una precisién minima, pero el modelo continuo suele ser una aproximacién
atil.

Para cada cara se espera que la frecuencia relativa se aproxime a 1/6 conforme aumenta
el nimero de lanzamientos. Esta interpretacion corresponde al enfoque frecuentista: la
probabilidad de un resultado se relaciona con el valor limite de su frecuencia relativa
en una sucesion larga de repeticiones del experimento bajo las mismas condiciones.
Con solo 30 lanzamientos las frecuencias pueden diferir de 1/6.

Calculo y operaciones numéricas
Como A =[7,20), B=(—5,4) y C = [0, 00):
a) Los conjuntos A y B son disjuntos y A C C'. Por tanto,
AUB = (-5,4)U][7,20), ANB =0, ANC =7,20).
b) Tomando a R como conjunto universal,

A¢ = (—00,7)U[20,00), B¢=(—00,—5]U[4,00), C°=(—00,0).
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c¢) Puesto que
(AU B)¢ = (—o0,—5]U[4,7) U[20,00),

se obtiene el mismo conjunto al calcular A° N B¢. Ademéas, AN B = &, de modo
que
(ANB)*=R = A°U B°".

1.2:2. Por De Morgan,
P(A°UB°)=1-P(ANB)=1-0.2=0..8.

Ademas,
P(AUB)=0.6+0.5—-0.2=0.9,

y por ello P(A°N B€) =1 — 0.9 = 0.1. Las regiones restantes satisfacen

P(A°NB) =P(B) —P(ANB) =03

P(A°UB)=1-P(ANB°)=1—-[P(A) —P(ANB)]=1-0.4=0.6.

1.2:3. Escribe p, = P({a}), pp = P({b}) v p. = P({c}). Entonces

7
; Dbt pc=< Pa + Db+ pe=1.

Da + Pc = 3’

co| Ut

Al sumar las dos primeras igualdades y restar la tercera se obtiene p. = % En conse-
cuencia,

ool

3
e

N

| ot
N | =

Pa =
1.2:4. Como ANB =g,
P(A°)=1-02=08, PAUB)=02+03=05 PANB)=0.
Asimismo, (AU B€)¢ = A°N B = B, pues B C A°. Por tanto,

P(AUB®) =1—-P(B)=0.7.

1.2:5. Denota por T, C, R la compra de traje, camisa y corbata. Por inclusién—exclusion,
P(TUCUR)=0.22+0.30+0.28 — 0.11 — 0.14 — 0.10 + 0.06 = 0.51.
a) La probabilidad de no comprar ningin articulo es

1—-0.51 =0.49.

b) Las probabilidades de comprar tinicamente cada articulo son

P(solo T') = 0.22 — 0.11 — 0.14 + 0.06 = 0.03,
P(solo C) = 0.30 — 0.11 — 0.10 + 0.06 = 0.15,
P(solo R) = 0.28 — 0.14 — 0.10 + 0.06 = 0.10.

Luego, P(exactamente uno) = 0.03 4+ 0.15+ 0.10 = 0.28.
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1.2:6. Como A = (AN B)U (AN B°) es una uniéon disjunta,

3 1 1
P(ANB)=>-—--=—.
(4N B) 5 2 10
De manera anéloga,
P(A°N B) = P(B) - PF(ANB) = = — — = —
B T 5 10 10
a)
IP(AUB)—IP(A)+P(B)_IP(AmB)_§+1_i_l
a "5 '5 10 10
b)
1 1 3
P(exactamente uno):P(AOBC)+IP’(ACHB):§+E:5,

1.2:7. El cuadrado unitario tiene area uno, asi que las probabilidades son las areas correspon-
dientes. El triangulo A tiene area 1/2 y el rectangulo B también. Para la interseccion,

; 1/2 1 1 1 3
Area(ANB) = d —dr=-+-=-.
rea( ) /0 :U;U—I—/1/22x 8+4 3
Por inclusién—exclusion,
1 1 3 5 3
PMAUB)=-+-—-=- P(ANB)=-.
( ) 2 2 8 8 ( ) 8
1.3. Planteamiento y modelaciéon
1.3:1. Cada resultado consiste en elegir un nimero de cada par. Los 23 = 8 resultados

elementales generan los productos
Q= {15,18,20, 24, 30, 36,40, 48}.

Esto debido a que
1-3-5=15, 1-3-6 =18,

1-4-5=20, 1-4-6=24,
2.3.5=230, 2-3-6=36,
2-4-5=40, 2-4-6=48.

1.3:2. Representa por M un ingreso mayor que la mediana y por L un ingreso menor o igual
que ella.

a) Cada familia aporta una de dos posibilidades, de modo que
Q={(z,y) :z,y € {M,L}}, Q| = 2* = 16.
b) Los eventos pueden escribirse como
A={w:#M > 2}, B ={w:#M =2}, C={w:#L=1}.

¢) Mediante coeficientes binomiales,

@@ e o)
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1.3:3. El proceso termina cuando aparece por primera vez uno de los libros 3,4, 5. Antes de
él pueden aparecer ninguno, uno o los dos libros 1, 2:

a)

Q= {<3)7 (4)7 (5>7 (173)7 (1,4), (17 5), (2, 3)7 (274>7 (27 5)7
(1, 2, 3), (1, 2,4), (1,2,5),(2,1,3),(2,1,4), (2, 1, 5)}

b) Examinar exactamente un libro significa obtener de inmediato una segunda im-
presion: A = {(3), (4),(5)}.
c) El libro 5 debe ser el ultimo de la secuencia:

B ={(5),(1,5),(2,5),(1,2,5),(2,1,5)}.
d) Al excluir las secuencias que contienen al libro 1,
C=1{(3),(4),(5):(2,3),(2,4),(2,5)}.

1.3:4. Si E representa éxito y F' fracaso, cada producto tiene dos resultados posibles. Por
tanto,
QN ={FFEE,EEF EFE,EFF,FEE,FEF,FFE FFF}.

1.3:5. Los 36 pares ordenados de {1,...,6}? son equiprobables.

a) Hay 5+ 4+ 3+ 2+ 1 = 15 pares cuyo segundo componente es mayor que el
primero. Asi, la probabilidad buscada es 15/36 = 5/12.

b) Las sumas primas son 2,3,5,7,11, con respectivamente 1,2,4, 6,2 pares. Luego,
la probabilidad del evento de interés es (1 +2+4+ 6+ 2)/36 = 5/12.

c) Hay seis pares con primer componente igual a 6. Por tanto, 6/36 = 1/6 es la
respuesta.

1.3:6. Notamos que el evento A esta dada por

A=1{(1,1),(1,2),(2,1),(1,4),(2,3),(3,2), (4, 1),
(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2), (6,1), (5,6), (6,5)}.
Luego |A| = 15. Para que aparezca al menos un 6, |B| = 6+6 —1 = 11. Los resultados

de AN B son
(6,1),(1,6),(6,5), (5,6),

por lo que |AN B| = 4. En consecuencia,

15+11—-4 11 4 1
PAUB) = ——mF—— = — P(ANB)= — ==
(AU B) 36 T (ANB) == 5,
y, por complemento,
15 7 11 25
PA)=1-2 =L PB)=1- ==
36 12 36 36

1.3:7. Una baraja inglesa tiene 52 cartas equiprobables: 13 por figura, 26 de cada color y
cuatro de cada valor.

a) Hay 13 espadas: 13/52 = 1/4.
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o

Hay 26 cartas negras: 26/52 = 1/2.
Hay cuatro sietes: 4/52 = 1/13.
Hay un ocho de tréboles: 1/52.

Las letras son J, Q, K y A. En las dos figuras rojas hay 4(2) = 8 cartas: 8/52 =
2/13.

f) Los nameros primos entre 2 y 10 son 2,3, 5, 7. Hay 4(4) = 16 cartas: 16/52 = 4/13.

@)

o,
—_— — T

@

1.3:8. De los 300 trabajadores, 300 — (21 + 15 4 84 4 45 4+ 12) = 123 llegaron en transporte
publico o caminando.
a) 84/300 = 7/25.
b) (21 + 15)/300 = 3/25.
c) 123/300 = 41/100.
d) (45 +12)/300 = 19/100.
1.3:9. El espacio muestral es Q = {(z,y) : x,y € {1,...,20}} y contiene 20> = 400 pares

equiprobables. Sea G = {(j,¢) : |j — ¢| > 3}. Conviene contar su complemento G¢ =
{(j,¢) : |j — ¢| < 3}. Para cada j:

4, j=1,20,
5, j=2,19,
c:l|lj—¢c <3} =
AT EDES S
7, j=4,...,17.
|G| =2(44+5+6) + 14(7) = 128, |G| =400 — 128 = 272.
Asi,
272 17
= —=— =0.68.

(&) 400 25

1.3:10. Denota aguila por A y sol por S.

a) Q= {(z,y): 2,y € {A,S}} tiene 2* = 16 elementos.
b) Ambas caras aparecen el mismo ntmero de veces cuando hay dos aguilas y dos

soles:
{AASS, ASAS, ASSA,SAAS,SASA,SSAA}.

¢) Aparece sol mas veces cuando hay tres o cuatro soles:
{ASSS,SASS,SSAS,SSSA,SSSS}.

1.3:11. Para que los egresados del ITAM sean mayoria en un equipo de seis, deben seleccionarse
4,5 0 6 de los 21 egresados. El nimero total de equipos es (460)' Por tanto,

P(mayoria del ITAM) = (241) (129) + (251(2165)119) + (261) (109)
367

= — ~ (0.3815.
962 0.3815

1.3:12. = Solucién Laboratorista. Sea i, yx, zx v wi el niimero que los catadores X, Y, Z,
y W asignan, respectivamente, al vino K, con K = A, F o E (A siendo el vino
Argentino, F el Francés y E el espanol) y sea K el evento de que el vino k reciba
una calificacién total j, véase que
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)

Buscamos determinar

# A4

#Q4

Notese que, por un lado A4 implica que x4 + ya + 24 + wg = 4 y esto es
posible si y solo si x4, Y4, z4,wa =1,

pues x4,y4, 24, wa € {1,2,3}, consecuentemente # A4 = 1

Por el otro lado, #£)4 representa todas las combinaciones de valores que
pueden tomar T, YA, 24 Y WA,

de nuevo, como wa,ya, 24, wa € {1,2,3}, tenemos que #24 = 3* (pues
hay 4 catadores que pueden asignarle al vino Argetino 3 posibles ntimeros
distintos). Obteiendo que

P(Ay) =

1
P(Ag) = 1

Notese que un catador no puede asignar un mismo ntmero a distintos vinos
(es decir, x4 # xp # zg y lo mismo para los demas catadores), por lo
tanto, solo puede suceder que el vino Argentino, el vino Francés o el vino
Espaifiol reciba una calificacién de 4. En concreto, estos tres eventos son
independientes. Ahora bien, tenemos que

]P)(A4 UFyU E4) = P(A4) + P(F4) + P(E4)

Dado que las calificaciones se asisgnan aleatoriamente, estos eventos, ademas,
son equiprobables, es decir P(Ay) = P(Fy) = P(Ey) = 8—11, como vimos en el
inciso anterior. De esta forma, resulta que
P(A4UF4UE4):8%+8%+8%:;—1

Primero encontratemos la probabilidad que que uno de los vinos reciba una
calificacién menor o igual a 5, pues, por independencia y equiprobabilidad,
sera la misma para los demas. Entonces, buscamos A<z, lo cual implica que
TA+yasa+z4a+wa < 5. Notese que esto es posible siy solo si x4 +ya+ 24+
wa =40si x4+ ya+ 24+ ws = 5. Estos dos casos, de nuevo, son eventos
independientes, por lo tanto, obtenemos que

P(A<s) = P(Ag) + P(A5)

por el inciso a), sabemos que P(Ay) = &.
Ahora analicemos el segundo caso.

TA+Ya+z4+wa =05, conxa,ya,za,wa € {1,2,3} implica que de los 4
catadores 3 indicaron que el vino Argentino era el mejor y solamente uno lo
puso en segundo lugar, lo cual sucede con probabilidad

SROIORE

1 4 5
P(ASL%):gJFg:g

Finalmente, resulta que

De nuevo, por independencia y equiprobabilidad, tenemos que

5 5 5 15
P(A<s U F<s U E<s) = P(A<s) + P(F<s) + P(E<s) = Stsi TR st
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= Cada catador puede ordenar los tres vinos de 3! = 6 maneras; por independencia
hay 6% resultados equiprobables.

a) Para que Argentina obtenga total 4, los cuatro catadores deben asignarle 1.
Cada catador lo coloca primero con probabilidad 1/3, asi que
P(A ti 4) L' !
rgentina suma 4) = | = | = —.
8 3) T 81
b) Los eventos en que Argentina, Espafia o Francia suman 4 son mutuamente
excluyentes. Por simetria,

1
P(algin vino suma 4) = 3 (81)

1
St
¢) Un vino suma a lo més 5 si recibe (1,1, 1,1) o una permutacion de (2,1,1,1).
Fijadas sus posiciones, los otros dos vinos pueden intercambiarse para cada
catador. Esto da
2% +4(2%) =80
ordenamientos de los 6* = 1296 posibles para un vino dado. Dos vinos no

pueden sumar simultdneamente a lo més 5, pues entre los tres vinos la suma
total es 4(1+2+3) = 24 y el tercero puede sumar a lo méas 12. Por simetria,

80 )
P(algtn vi lo mé =3[ =) = 2.
(algin vino suma a lo mas 5) = 3 (1296) o7

2. Probabilidad condicional e independencia

2.1. Comprension teoérica

2.1:1. Si P(B) > 0, la probabilidad condicional de A dado B se define como
P(AN B)
P(B)
La condicion P(B) > 0 es necesaria porque se restringe el espacio muestral al evento

B y se normalizan las probabilidades dividiendo entre P(B). Si P(B) = 0, el cociente
no esta definido.

P(A|B) =

2.1:2. P(A | B) mide la probabilidad de que ocurra A cuando se sabe que ocurri6 B. La
informacién nueva puede cambiar tanto los casos posibles como sus probabilidades.
Por ello, en general, P(A | B) # P(A). La igualdad se verifica cuando A y B son
independientes, siempre que P(B) > 0.

2.1:3. En general, P(A | B) y P(B | A) no coinciden porque tienen distintos eventos condi-
cionantes. Por ejemplo, al lanzar un dado justo, sea A = {2,4,6} y B = {6}. Entonces

P(A| B) =1, ]P’(B]A):%.

2.1:4. Para dos eventos, la regla de multiplicaciéon es
P(ANB) =P(A | B)P(B),

si P(B) > 0. También puede escribirse como P(AN B) = P(B | A)P(A) si P(A) > 0.
Para tres eventos,

P(ANBNC)=PA|BnC)P(B|C)PC),

siempre que las probabilidades condicionales estén definidas.
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2.1:5.

2.1:6.

2.1:7.

2.1:8.

2.1:9.

2.1:10.

2.1:11.

Los eventos A y B son independientes cuando conocer la ocurrencia de uno no modifica
la probabilidad del otro; equivalentemente, P(A N B) = P(A)P(B). Son mutuamente
excluyentes cuando no pueden ocurrir simultdneamente, es decir, AN B = @&. Si ambos
tienen probabilidad positiva y fueran mutuamente excluyentes, entonces P(ANB) = 0,
mientras que P(A)P(B) > 0; por tanto, no podrian ser independientes.

Tres condiciones equivalentes, cuando las probabilidades condicionales involucradas
estan definidas, son

P(ANB) = P(A)P(B), P(A|B)=P(4), P(B|A)=P(®B).

La primera puede utilizarse sin suponer que P(A) > 0 o P(B) > 0. La segunda requiere
P(B) > 0y la tercera, P(A) > 0.

a) No necesariamente. Las hipotesis implican P(AN B) = P(A)P(B) y P(ANC) =
P(A)P(C), que pueden ser distintas si P(B) # P(C).

b) No necesariamente. La independencia de A con cada uno de los otros eventos no
determina la relacion entre By C.

¢) No necesariamente. Por ejemplo, al lanzar dos monedas justas, sea A el evento
de que la primera sea aguila y tome B = C' como el evento de que la segun-
da sea aguila. Entonces A es independiente de B y de C, pero B y C no son
independientes porque son el mismo evento y su probabilidad no es 0 ni 1.

Los eventos A, B y C son independientes por pares si
P(ANB) =P(A)PB), PANC)=PAPC), PBNC)=PB)PC).
Son mutuamente independientes si, ademés de las tres igualdades anteriores, se cumple
P(ANBNC)=PAPB)PC).
La independencia por pares no basta para garantizar esta tltima igualdad.

Si Bi,..., B, es una particion de Q y P(B;) > 0 para todo 7, entonces
n
P(A) = ZP(A | Bi)P(B).
i=1

La particion separa A en los eventos disjuntos A N B;, que cubren todas las maneras
en que A puede ocurrir.

Si By, ..., B, es una particion, P(B;) > 0y P(A) > 0, el teorema de Bayes establece
que

P(A | B;)P(B;)
P(B) | 4) = g D
’ >_i—1 P(A | Bi)P(B;)
Asi, una probabilidad de la causa B; dado el resultado A se obtiene a partir de la
probabilidad del resultado dado cada causa y de las probabilidades iniciales de las
causas.

La sensibilidad P(+ | E) no determina por si sola P(E | 4+). También se necesitan la
prevalencia P(F) y la tasa de falsos positivos P(4 | E€). En efecto,

P(+ | E)P(E)
(+ | EYP(E) + P(+ | E)P(E€)

P(E|+) =5
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2.2,

2.2:1.

2.2:2.

2.2:3.

2.2:4.

2.2:5.

2.3.
2.3:1.

Calculo y operaciones numéricas

Como P(AUB) =0.5+0.3 — 0.1 = 0.7,

a) P(A| B)=0.1/0.3 =1/3.

b) P(B| A) =0.1/0.5 = 1/5.

¢) P(A| AUB) =0.5/0.7=5/7, pues AN B C A.
d) P(A| ANB) =1.

e) PPANB| AUB) =0.1/0.7 = 1/7.

De P(A | B) = 0.3 se obtiene
P(A N B) = 0.3(0.6) = 0.18.

Por tanto,

0.18
P(AUB) =04+06—0.18 =082, P(B|A) = =045

Por independencia,

P(AN B) = (0.7)(0.2) = 0.14,
P(AUB) = 0.7+ 0.2 — 0.14 = 0.76,
P(A°N B) = (0.3)(0.2) = 0.06,
P(A° N B) = (0.3)(0.8) = 0.24.
a) P(ANBNC) = (0.4)(0.5)(0.8) = 0.16.
b) P(AN B°NCe) = (0.4)(0.5)(0.2) = 0.04.
c)

P(AUBUC)=1-(0.6)(0.5)(0.2) = 0.94.
d) La probabilidad de que ocurran exactamente dos es

P(ANBNCY) +P(ANB°NC) +P(A°NBNC)
= (0.4)(0.5)(0.2) + (0.4)(0.5)(0.8) + (0.6)(0.5)(0.8) = 0.44.

Por probabilidad total,
P(A) = (0.25)(0.50) + (0.60)(0.35) + (0.60)(0.15) = 0.425.

Aplicando Bayes,

0.125 5

P(B, | A) = —2 = 2

(B1[A) 0.425 17’

021 42 0.09 18
P(By | A) = —— =2 P(B3|A) = —— = —,
(B [ A) 0.425 85’ (Bs [ 4) 0.425 85

Planteamiento y modelaciéon

Sea J el evento de pertenecer a la poblaciéon joven y T el de usar tarjeta de crédito.

De la tabla, #J =38, #T =69 y #(JNT) = 29.

a) P(J) = 38/100 = 0.38.
b) P(JUT) = (38 + 69 — 29)/100 = 0.78.
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¢) P(T | J) = 9/38.
d) P(J¢ | T¢) = 22/31.
e) J¢ es la poblacion adulta, asi que P(J°NT°) = 22/100 = 0.22.

2.3:2. Sean Ay B los eventos de usar cada teléfono, y C' el de que la llamada se conecte. Por
probabilidad total,

P(C) = (0.80)(0.60) + (0.90)(0.40) = 0.84.

Por Bayes,

P(B | C) = (0.98?52.40) _ %

2.3:3. Sea B el evento de que la venta de maquillaje sea buena y A el de que aumenten las
ventas de polvo translicido.

a) P(BN A) = P(A|B)P(B) = (0.45)(0.35) = 0.1575.

b)
P(A) = (0.45)(0.35) + (0.25)(0.65) = 0.32.
c)
0.1575 63
P(B|4) = 55~ = 155 ~ 04922

2.3:4. Sea G el evento de que el informe 7 muestre una ganancia mayor que 5 %. Revisar méas
de dos informes significa que G§ N G§ ocurre. Dado que no hubo éxito en el primero y
los trimestres son independientes,

P(GTN Gy | GY) =P(Gs | GY) = P(Gs) =1 —p.

2.3:5. Sea K el namero de pelotas nuevas elegidas el primer dia. Entonces

9\( 6
(k) (s25)
5y
(3)
Después del primer juego quedan 9 — k pelotas que nunca han sido usadas. Si A es el
evento de que las tres elegidas el segundo dia sean nuevas,

P(K = k) = k=0,1,2,3.

P(A|K =Fk) = (57

()

a) Por probabilidad total,

3 (9 6 9—k
P(A) = kzzo (k)(%)—’f) ( (125)) = 5592185 ~ 0.08926.

b) Que exactamente dos pelotas del primer dia ya hubieran sido usadas equivale a
K = 1. Por Bayes,

P(A | K = DP(K = 1)
P(A)

_ G DG (8N 9

- (5915> = o~ 04091
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2.3:6. Sea E el evento de tener la enfermedad y + el de obtener un resultado positivo. Los
datos son

P(E)=0.015, P(+|FE)=0.95, P(+|E°)=1-0.98=0.02.
Por Bayes,

B (0.95)(0.015) 285
PE]+) = (0.95)(0.015) + (0.02)(0.985) ~ 679 04197,

2.3:7. Sea A el evento de que una persona sea apta y C' el de que sea contratada. Si x = P(A),
entonces

P(C|A)=0.92, P(C|A°)=0.12, P(A|C)=0.85.
Por Bayes y probabilidad total,

0.92x

085 = G020 1 0.02(1 )

Al resolver, 0.102 = 0.24z, por lo que
P(A) = x = 0.425.
Por tanto, el 42.5% de las personas aspirantes es apto.

2.3:8. Sea D; el evento de que exactamente ¢ motores estén descompuestos y F' el de que la
méquina funcione. Entonces Dg, D1, Do, D3 forman una particion y

P(F) = 1(0.562) + 0.7(0.403) + 0.49(0.032) + 0(0.003) = 0.85978.

Por Bayes,
P(F | Do)P(Dg)  0.562

P(Do | F) = _
(Do | F) P(F) 0.85978

~ 0.6537.

2.3:9. Sean L; y C; los eventos de que la persona i disfrute de ocio o consuma, respectiva-
mente. Se tiene

P(Ly) = 0.65, P(Ly|Li) =045 P(Ly|Cy)=0.35.

Asi,
P(Lsy) = (0.45)(0.65) + (0.35)(0.35) = 0.415,

y P(C3) = 0.585.

a)
(0.45)(0.65) 117
P(Ly | Ly) = 200220 220 0 9.7048.
(L1 | L2) 0.415 166 ~ 07048
b) Como P(Cy | C1) =1 — 0.35 = 0.65,
P(Cl | 02) = W = l ~ 0.3889.

0.585 18

2.3:10. Sea D; el evento de que el ratén gire a la derecha en el intento ¢ e I; = Df. Las
probabilidades de transicién son

P(Dit1 | D;i) = p1, P(Dig1 | ;) = po.
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2.3:11.

2.3:12.

2.3:13.

a) El arbol comienza con P(Dq) = P(I;) = 1/2. Desde cualquier rama que termine
en D; salen D;y1 con probabilidad p; e I;+1 con probabilidad 1 — p;; desde una
rama que termine en I; salen D, con probabilidad ps e I;11 con probabilidad
1 — po. Esto determina las ocho trayectorias de tres intentos.

b) Sumando las cuatro trayectorias que terminan en Ds,

1
P(Ds) = 5 [p}+ (1 — p1)p2 + p2p1 + (1 — p2)p2)
P — P

= T+p2-

¢) Condicionado a D1, las rutas hacia D3 son D1 DyD3y D1IDs. Por tanto,
P(Ds | D1) = pt + (1 — p1)po.

Sea By = {N =k}, de modo que P(By) = 1/4 para k = 1,2, 3,4. Condicionado a By,

el namero de pelotas verdes tiene distribucién hipergeométrica.

a)

4
1o~ ()20
P(exactamente una verde) =1 E

b) Usando el complemento,

P(al menos una verde) =

Sea K el nimero de focos buenos entre los cuatro transferidos y B = {K > 2}. Para

k=234,
BG4
(9
90+380+15 37

210 T 42
Si A es el evento de elegir dos focos buenos de la segunda caja, entonces

P(K = k) =

Se obtiene

P(B) =

4
P(ANB) =Y P(A| K =k)P(K = k)

k=2
_13+18+11_1
67 221 14 3
Por tanto,
1/3 14
P(A|B)= —F—=—.
(41B) 37/42 37

Sean C4,Cs,Cs los eventos de elegir las cajas con dos monedas de oro, una de cada
metal y dos de plata, respectivamente, y sea O el evento de obtener oro.
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a) Aunque C; y C son las dos cajas compatibles con O, no tienen la misma vero-
similitud: P(O | C1) = 1, mientras que P(O | Cy) = 1/2. Observar oro favorece
mas a (1.

b) Por Bayes,

1(1/3) 2

Ol =1amyama/m vom ~ 3

2.3:14. Sea H el evento de elegir la moneda equilibrada y A; el de obtener dguila en el lanza-

miento <.

a)

(1/2)(1/2) + 1(1/2) 3
b) Condicionado al tipo de moneda, los dos lanzamientos de la moneda equilibrada
son independientes. Por tanto,

_ (1/2)*(1/2) 1
PHEIAOA) = G a5+ 1(1/2) 5

2.3:15. Sea p = 5/36 la probabilidad de que Buzz obtenga suma 6 y ¢ = 6/36 = 1/6 la
probabilidad de que Woody obtenga suma 7. Una ronda completa sin ganador tiene

probabilidad
315
=1-p)(l—q) =—-.
r=0-p)1-9 =g
Buzz gana en la primera ronda con probabilidad p, en la segunda con rp, y asi sucesi-
vamente. Entonces

p
1—17r
5/36 30

=1 (31/36)(5/6) =61 ~ 0.4918.

[e.e]
P(Buzz gana) = erk =
k=0

3. Autoevaluacién. Fundamentos de probabilidad

3.3. Planteamiento y modelacion

3.3:1. Sea L el evento “el autobis llega tarde” y sea T" el evento “hay trafico”. Por la formula
de probabilidad total,

P(T) = P(T | L)P(L) + P(T | L9)P(L¢) = 0.7(0.6) + 0.1(0.4) = 0.46.

Por la formula de Bayes,

P(T| L 7(0.
(L)L) _ 0.7(06) _ 21 o ay
P(T) 0.46 23

P(L|T) =

3.3:2. En cada uno de los cinco dias, la persona se encuentra a Farah con probabilidad p, de
manera independiente.

a) Para que se encuentren exactamente dos dias, se eligen esos dos dias entre los
cinco. Por tanto,

)
P(se encuentran dos dias) = <2>p2(1 —p)3 =10p*(1 — p)3.
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b) Para que la persona vea a Farah por segunda vez el viernes, debe encontrarla
exactamente una vez entre lunes y jueves y volver a encontrarla el viernes. En
consecuencia,

4
P(segundo encuentro el viernes) = <1>p(1 —p)’p = 4p*(1 — p)>.

3.3:3. Sea N el evento “la persona no compra nada”’, G el evento “compra un colmillo gris” y
C' el evento “compra un colmillo café”. Como P(N) = 0.1, se tiene

P(G) +P(C) =0.9.
Ademas, P(G) = 2P(C). Si P(C) = ¢, entonces 3¢ = 0.9 y, por tanto,
P(C) =0.3,P(G) = 0.6.

Sea Z el evento “la persona adquiere una taza”. Cuando se compra un colmillo gris,
P(Z | G) = 0.8. Cuando se compra un colmillo café, el 40 % adquiere una bolsa y, por
ello,

P(Z|C)=1-0.4=06.

Por la férmula de probabilidad total,

P(Z) =P(Z | G)P(G) +P(Z | C)P(C) = 0.8(0.6) + 0.6(0.3) = 0.66.

3.3:4. a) Se seleccionan 10 vacantes entre las 15. Para que exactamente dos correspondan
a finanzas, deben elegirse dos de las seis vacantes de esa area y ocho de las nueve
vacantes restantes. Como todas las selecciones de diez vacantes son igualmente
probables,

6\ (9
L) _ 135 _ 45 s,

(13) ~ 3003 1001

P(exactamente dos en finanzas) =

b) De las diez personas contratadas, cuatro pertenecen a finanzas, tres a andlisis de
datos y, por tanto, tres a administraciéon. El complemento del evento solicitado
es que las dos personas seleccionadas pertenezcan a las otras areas. Asi,

(3) 21 8
P(al menos una de administracion) = 1 — @ =1- -1

3.3:5. El resultado (7,j) indica que la primera persona asigna la calificacion i y la segunda
asigna la calificacién j. Por tanto,

Q=A{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4), (3,5),
(4,1),(4,2),(4,3), (4, 4), (4,5),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5)}.

Como cada persona puede asignar cualquiera de las cinco calificaciones, |Q| = 52 = 25.

a) El espacio muestral es el conjunto anterior y su cardinalidad es 25.
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b) Los eventos son

A= {(17 1),(2,2), (373)7 (474), (5, 5)}

B = {(17 5), (27 4)7 (373)7 (47 2), (5, 1)}

Ademas,
ANB={(3,3)}.

Como los 25 resultados elementales son igualmente probables,

P(A) S _

_5 1 5 _ 1
25 5’

PB)=55=5

P(ANB) = % — P(A)P(B).

Por tanto, A y B son independientes.
c) Se tiene |B¢| = 25 — 5 = 20. Ademés,

|JAUB|=|A|+|B|-|ANB|=54+5-1=9,

de modo que
|A°N B¢ =25 —|AU B| = 16.

En consecuencia,

ci v P(A°NB°)  16/25 4
PAT] B = P(B¢)  20/25 5

4. Funciones de masa, densidad y distribucion

4.1. Comprension teodrica

4.1:1. La funcién de masa px(x) = P(X = z) asigna una probabilidad a cada valor posible
de una variable aleatoria discreta. Debe satisfacer px () > 0 para todo x y

pr(ac) =1.
X
4.1:2. La funcién de densidad permite calcular probabilidades mediante integrales:
P(X €A = / fx(x)dx.

A

Debe cumplir fx(z) >0y [ fx(z)dz =1.
4.1:3. Para una variable aleatoria continua,

xr
P(X =z)= / fx(u)du = 0.
xT

Por ello, fx(x) describe densidad de probabilidad alrededor de x, no la probabilidad
del punto x.
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4.1:4.

4.1:5.

4.1:6.

4.1:7.

4.1:8.

4.1:9.

4.1:10.

La funcién de distribucion es
Fx(z)=P(X <z), z €R.

La definiciéon depende solo de probabilidades de eventos y, por tanto, se aplica a va-
riables discretas, continuas y mixtas.

Toda funciéon de distribucion es no decreciente, continua por la derecha y satisface

lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1.

T—r—00 T—00

El tamano del salto en x es

a) Si X es discreta,

Fx(z) = pr(u).

u<z
b) Si X tiene densidad,
Fx(z) = / fx (u) du.

Para una variable discreta,

px(x) = Fx(x) — Fx(x7).

Si Fx es derivable en z, una densidad se recupera mediante fx(z) = Fi(x), salvo
posiblemente en un conjunto de medida cero.

Si. Una densidad puede ser mayor que uno, pues su valor no es una probabilidad. Lo
que siempre pertenece a [0, 1] es la integral sobre cualquier conjunto:

OS/fX(x)dac—IP’(XEA) <1
A
Como fi1, fo >0y 01,02 > 0, se tiene f > 0. Ademas,

/OO f(x)dac—é?l/fl(x)dx+92/f2(x)dx—01+92_1.

Por tanto, f es una funcién de densidad.

La funcion tiene limites 0 y 1 en los extremos, pero no es no decreciente ni continua

por la derecha en z = 1:
1 1
Fx(17)==>-=Fx(1).
x(17) =5 > =Fx(1)

En consecuencia, no es una funcion de distribucion.
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4.2. Calculo y operaciones numéricas

! 11 k
1 =2k 1l—aDde=2k(=-2)=2
A:d ) de (2 4> 2
de donde k = 2.

b) Al integrar por intervalos,

4.2:1.  a) Por simetria,

0, T < -1,
4
1
%aﬂ¥+§, 1<z<0,
FX(.’E): 5[74 1
—?+x2+§, 0<z<1,
1, z > 1.

¢) Por continuidad,

1 1 1 1 7
< X< )=Fx(z)-Fx(-2)=—.
Py exey) =me(5) - () =

42:2.  a)
P15 < X <3) = Fy(3) — Fx(15) = - — > 3
' =X A TR TR
y, como no hay masa puntual en 3.75,
225 31
P(X >375)=1— Fx(3.75) =1 — — =
(X=23.75) x(3.75) 956 256

b) Derivando en cada intervalo,

fx(z) =

1
%, 2 <x <4,
8
0, en otro caso.
Los valores en los extremos pueden elegirse arbitrariamente.

4.2:3. Parax < 1, Fx(z) =0. Si z > 1, sea m = |x]; entonces

m

1 1
J:

La grafica es escalonada, con un salto de tamano 2™ en cada entero positivo m.

4.2:4. Sixz <0,
1 * u 1 x
Fx(x) =< edu = —e
2) 2
Six >0,
Fy () 1-+1/W-Wd |- te
r)==-+=[ edu=1-ze
X 2" 2/, 2
Asi,
1 xT
—ev, z <0,
Fx($): 2

1
1—=e®, z>0.
26 xr =
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4.2:5.

4.2:6.

4.2:7.

4.3.
4.3:1.

4.3:2.

4.3:3.

Mediante el cambio u = y/2,

o
/ yPe V2 dy = 24T (4) = 16(3!) = 96.
0

Por tanto, k = 1/96. La densidad parte de cero, alcanza su maximo cuando 3/y—1/2 =
0, es decir, en y = 6, y después decrece a cero.

a) La funcion es no negativa y

90000 1 o
S e =20000 |~ | =1
/0 (100 + 2)3 [ 2(100+x)2]0

b) Parat > 0,
20000 10000

IP’(X>t):/t de:m.

La funcién es continua en 0, 1 y 4, no decreciente en cada intervalo y tiene limites 0 y
1 en los extremos. Por tanto, es una funciéon de distribucion. Su grafica consta de un
tramo horizontal en 0, una recta de (0,0) a (1,1/2), la curva v/z/2 de (1,1/2) a (4,1)
y un tramo horizontal en 1.

Planteamiento y modelacién

Sea X el namero de lanzamientos hasta la primera repeticion. Su soporte es {2,3,...,7}.
Para k en este conjunto, los primeros k — 1 resultados deben ser distintos y el resultado
k debe coincidir con uno de ellos. Por tanto,

6-5---(6-k+2)k—1
P(X =k) = G 6
En particular, para k = 2,...,7 las probabilidades son
15 5 5 5 5
6’ 187 187 277 324’ 324°

Las posiciones de los dos componentes defectuosos forman uno de los (3) = 6 pares

igualmente probables. El evento Y = y exige que una posiciéon defectuosa sea y y la
otra esté entre 1 y y — 1. Asi,

—1
P(Y=y) =L = y=234

1
(2)
Por tanto, las probabilidades respectivas son 1/6, 1/3 y 1/2.
Hay (2) muestras igualmente probables.

a) Para que Y <y, las n bolas deben elegirse de {1,...,y}:

Ly
IP’(Yﬁy)zﬂ

()

con valor O siy <ny valor1siy>r.
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4.3:4.

4.3:5.

4.3:6.

4.3:7.

4.3:8.

b) Para que Z > z, las bolas deben elegirse de {[z],...,7}:

(7‘— ]—Z]+1)
P(Z 2 %) = i,
G
con las convenciones naturales en los extremos.

Existen 3% = 27 asignaciones equiprobables. Si Y = 0, cada tazén recibe una bola: hay
3! = 6 asignaciones. Si Y = 2, todas las bolas caen en el mismo tazéon: hay 3. Las 18
restantes corresponden a Y = 1. Asi,

:§’

Si la célula inicial muere, la tercera generaciéon contiene cero células. Si se divide, las
dos células de la segunda generacién evolucionan independientemente. Por tanto,

P(X = 0) = 0.1+ 0.9(0.1)% = 0.109,
P(X =2)=0.9 G) (0.9)(0.1) = 0.162, P(X = 4) = 0.9(0.9)* = 0.729.

El experimento termina entre los lanzamientos 3 y 5. Termina en 3 si los tres resultados
son iguales, por lo que P(X = 3) = 2/23 = 1/4. Termina en 4 si en los primeros tres
lanzamientos un resultado aparece dos veces y vuelve a aparecer en el cuarto: hay
2(:1)’) = 6 secuencias, asi que P(X = 4) = 6/2% = 3/8. El resto termina en 5:

1 3 3

P(X=5=1--—2°=".
(X =5) 18 38

a) Sin reemplazo, X es hipergeométrica:

(2) (a2s)
(W)

b) Con reemplazo, cada seleccion es roja con probabilidad 6/10 = 3/5. Por tanto,

P(X =z) = <Z> @)x <§>nx r=0,1,...,n

a) Con reemplazo,

P(X =x) = , max(0,n —4) <z < n.

P(X =2)=P(X <2)-P(X <z—1)= (112)2_ <x1—21>2 _ 2;;4—41,

para x = 1,2,...,12. Alternativamente, las dos extracciones se consideran orde-
nadas. Por tanto, el espacio muestral es

QO={@,7):i,j€{1,...,12}}

y contiene 122 = 144 resultados equiprobables.

Fijemos = € {1,...,12}. Para que X = z, ambos nimeros seleccionados deben
ser menores o iguales que z y al menos uno de ellos debe ser exactamente x. Los
resultados favorables son

(x,1),(x,2),...,(z,x)
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5.1.
5.1:1.

5.1:2.

5.1:3.

5.1:4.

5.1:5.

(L,z),(2,2),...,(z — 1,x).

La primera lista contiene = resultados y la segunda z — 1. El resultado (z,x)
aparece solamente en la primera lista para no contarlo dos veces. Por tanto, el
nimero de resultados favorables es

x4+ (r—1)=2x—1.
b) Sin reemplazo, si el maximo es z, la otra bola puede tener cualquiera de los valores
1,...,x— 1. Asi,

r—1 x-—1
P(X =z)= (12) = 66 ,r=23,...,12.

Variables aleatorias discretas y continuas importantes

Comprensiéon tedrica

Una variable aleatoria discreta toma valores en un conjunto finito o numerable y se
describe mediante una funcién de masa. Por ejemplo, el nimero de dguilas en tres
lanzamientos toma valores en {0, 1,2, 3}. Una variable aleatoria continua puede tomar
valores en un conjunto no numerable y se describe mediante una densidad; por ejemplo,
el tiempo de espera de una persona puede tomar cualquier valor no negativo. En el
caso continuo, cada valor individual tiene probabilidad cero.

» X ~ Bin(n, p) cuenta éxitos en n ensayos Bernoulli independientes, cada uno con
probabilidad de éxito p; X € {0,...,n}.

» X ~ Geom(p) cuenta ensayos hasta el primer éxito; X € {1,2,...}.
» X ~ NegBin(r, p) cuenta ensayos hasta el éxito ntumero r; X € {r,r +1,...}.

» X ~ Hipergeom(N, K,n) cuenta éxitos al extraer n elementos sin reemplazo
de una poblacion de tamano N con K éxitos. Su soporte es {max(0,n — N +
K),...,min(n, K)}.

» X ~ Pois(\) cuenta ocurrencias en una region fija cuando ocurren independien-
temente y a una tasa constante; X € {0,1,2,...}.

En ambos modelos se cuentan éxitos en una muestra de tamafo fijo. En la binomial,
los ensayos son independientes y la probabilidad de éxito permanece constante, como
ocurre al muestrear con reemplazo. En la hipergeométrica se muestrea sin reemplazo
de una poblacién finita; por ello, los ensayos son dependientes y la probabilidad de
éxito cambia después de cada extraccion.

En la binomial permanece fijo el nimero n de ensayos y se cuenta el nimero de éxitos.
En la geométrica permanece fijo el niimero de éxitos buscado, uno, y se cuenta cuéntos
ensayos se requieren para obtenerlo.

El modelo Poisson es razonable para contar ocurrencias independientes en una region
cuando la tasa media es aproximadamente constante y dos o més ocurrencias en una
regién muy pequena son poco probables. Si la tasa es A por unidad y la regién tiene
tamano t, el paradmetro es A\t; por tanto, al multiplicar el tamano de la regién por una
constante, el parametro se multiplica por la misma constante.
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5.1:6.

5.1:7.

5.1:8.

5.1:9.

5.2.
5.2:1.

5.2:2.

5.2:3.

Una uniforme discreta modela, por ejemplo, el resultado de un dado equilibrado: todos
los valores de {1,...,6} tienen la misma probabilidad. Una uniforme continua modela,
por ejemplo, un punto elegido al azar en [0, 1]: intervalos de igual longitud tienen igual
probabilidad. En el segundo caso no son los puntos individuales, cuya probabilidad es
cero, los que tienen una probabilidad positiva comin.

Si X ~ Exp(A), entonces, para s,t > 0,

ef)\(ert)
e—)\s

P(X>s+t| X >s)= —eM=P(X >1t).

Asi, después de esperar s unidades sin que ocurra el evento, el tiempo adicional de
espera tiene la misma distribuciéon que el tiempo de espera original.

Si N(t) ~ Pois(At) cuenta las llegadas hasta ¢t y T" es el tiempo de la primera llegada,
entonces

{T >t} ={N(t) =0}.
Por consiguiente, P(T > t) = e ™ y T' ~ Exp(\).

Si X ~ N(u,0?), se estandariza mediante Z = (X — u)/o ~ N(0,1). Por ejemplo,

P(a<X<b):<I><b;“>—@<a;M>,

donde @ es la funciéon de distribucion de la normal estandar.

Calculo y operaciones numéricas

Para X ~ Bin(10,0.6),

10

Como {X > 1} C{X > 1},

1-PX=0)-P(X=1) 1—(1—p)"—np(l—p""!
PX>1|X>1)= I—P(X =0) = (= p) .

Para la convencion indicada, P(X = k) = (0.9)*~1(0.1). Entonces
P(X =5) =0.9%(0.1) = 0.06561, P(X >5)=0.9" = 0.6561.
Por falta de memoria,

P(X >8| X >3)=P(X >5) =0.9° = 0.59049.
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5.2:4. Para necesitar siete ensayos, el cuarto éxito debe ocurrir en el séptimo:

P(X =7) = (g) (0.3)4(0.7)® = 0.055566.

Ademas,

3
P(X >7) =P(Bin(7,0.3) <3) = ) _ (Z) (0.3)%(0.7)7F = 0.873964.
k=0

5.2:5. Si X ~ Pois(5),

4k
55
P(X<4)=e")_ T3 7 0.440493,
k=0
11 5k
—1_ "5 il
P(X>12)=1-¢e") 17~ 0.005453,
k=0
k

7
PA<X<T)=eP) % ~ 0.601602.
k=4

5.2:6. La funcion de masa es "

Por tanto,

( )(20)
P(X >1)=1- -85 ~ 0.934723,
(5)
G
P(X <2) =) 202 ~0.693571.
=0 (6)

5.2:7. Como X € {1,...,10},

Asimismo, | X/2| =3 si X € {6,7}, de modo que la probabilidad es 2/10 = 0.2.

5.2:8. Para X ~ Unif(1,5), las probabilidades son cocientes de longitudes:

3 6 2 1

=~ w

P(X >2) =

5.2:9. Para X ~ Exp(1/3), F(z) =1—e %/3 2 > 0. Asi,
P(X <1)=1—-e"3 ~0.283469,
P(1< X <3)=e'/3— e 2 0.348652,
P(X >4|X >2)=P(X >2) =e 23~ 0.513417.
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5.2:10. Si X ~ Gamma(3,2) con tasa 2, su densidad es f(x) = 4v%e~2% parax >0y
F(z) =1—e2"(1+ 2z + 22?).
Por ello,

P(X <1)~0.323324, P(1 <X <2)~ 0438573, P(X >2)~ 0.238103.

5.2:11. Si ® denota la funcién de distribucién normal estandar,
P(—-15 < Z < 1.5) = ®(1.5) — &(—1.5) ~ 0.866386,
P(Z > 1.96) =1 — $(1.96) ~ 0.024998.
Finalmente, ¢ = ®~1(0.8531) ~ 1.04982.
5.2:12. Al estandarizar Z = (X — 950)/10,
P(947 < X < 958) = ®(0.8) — (—0.3) ~ 0.406056.
La ecuacion P(X < ¢) = 0.8531 da

c =950 4 1091(0.8531) ~ 960.498.

5.3. Planteamiento y modelaciéon

5.3:1. Sea X el numero de clientes que desean comprar. Entonces X ~ Bin(5,0.4) y hay
productos suficientes si X < 3:

3

P(X<3)=)_ <5> (0.4)%(0.6)°F = 0.91296.

k
k=0

5.3:2. Sea X el nimero de asistentes que comparten la opinion. Entonces X ~ Bin(25,0.8) y

25

P(X = 22) = (22

)(0.8)22(0.2)3 ~ 0.135768.
5.3:3. Sea X el nimero de inversiones exitosas. Entonces X ~ Bin(30,0.25) y
30 30
P(X >18) =) (k ) (0.25)%(0.75)3°=F ~ 0.00005008.

k=18

5.3:4. Considera éxito encontrar a un dentista que no recomienda la pasta, cuya probabilidad
es 0.1. Si X es el namero de entrevistas hasta el primer éxito, X ~ Geom(0.1). Por

tanto,
P(X =5) =0.9%(0.1) = 0.06561, P(X >5)= 0.9 = 0.6561.

5.3:5. Sea X 4 el nimero de personas en una regién de area A. La intensidad es 2 personas
por metro cuadrado, por lo que X4 ~ Pois(2A4). Asi,

P(X; =0)=e % ~0.018316

82
P(X4>3)=1-¢8 (1 +8+ 2) ~ 0.986246.
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5.3:6. Si X; cuenta las llegadas durante ¢ horas, entonces X; ~ Pois(5¢). En consecuencia,

1 2.5k
P(Xijp <4)=e7 ) = = 0.891178
k=0

11 k
P(X;1>12)=1-¢") % ~ 0.005453.
k=0

5.3:7. Sea X el numero de clientes seleccionados que invierten en bonos. Entonces X ~
Hipergeom(20, 8,5), con soporte {0,1,2,3,4,5}, y

0, x <0,
lz] (8 / 12
)= {3 WeH oy g
k=0 5
1, T > 5.

5.3:8. Sea X el nimero de préstamos de alto riesgo en la muestra. Entonces X ~ Hipergeom(30, 10, 6)
y
(5)
P(X >1)=1- 22 ~0.934723.
(5)
5.3:9. Sea L la distancia entre los hoteles y X la distancia del vendedor a A. Entonces
X ~ Unif(0, L). Estd més cerca de A cuando X < L — X, es decir, cuando X < L/2,
por lo que la probabilidad es 1/2. Ademéas, X > 3(L — X)) equivale a X > 3L/4; por
tanto, la segunda probabilidad es 1/4.

5.3:10. Como {T" >t} = {N(t) =0},
P(T >t) =P(N(t) = 0) = e .

Esta es la funcién de supervivencia de una distribucién exponencial de tasa \; por ello,
T ~ Exp()).

5.3:11. Sea X la longitud del tornillo. Entonces X ~ N(950,10%) y

P(947 < X < 958) = $(0.8) — ®(—0.3) ~ 0.406056.

5.3:12. Sea X ~ Bin(1000,1/6). Su aproximacién normal tiene media 1000/6 y varianza
1000(1/6)(5/6). Con correccion por continuidad,

200.5 — 1000/6 149.5 — 1000/6
]P(150§X§200)z<1>< / )—@( /

~ 0.925345.
\/1000(1/6)(5/6) 1000(1/6)(5/6)
5.3:13. Sea X ~ Bin(500,0.75). La aproximacion normal tiene media 375 y varianza 93.75.
Con correccion por continuidad,

P(360 < X < 400) ~ ® (4005—375> - <3595—375

~ (0.941069.
V93.75 V93.75 )
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5.3:14. a) El evento complementario es no obtener ningin 6 en cuatro lanzamientos. Por
independencia,

5\* 671
P(al =1—|(=) =—— =~ 0.517747.
(al menos un 6) <6> 1296 0.517747

b) En un lanzamiento de dos dados, la probabilidad de no obtener doble seis es
35/36. Por tanto,

35\ 24
P(al menos un doble seis) =1 — <36) ~ 0.491404.

La primera probabilidad es ligeramente mayor; los eventos no son igualmente proba-
bles.

6. Caracteristicas numéricas de una variable aleatoria

6.1. Comprension tedrica

6.1:1. La esperanza es el promedio de largo plazo o centro de masa de la distribuciéon. Es un
promedio ponderado y, por ello, no tiene que pertenecer al soporte; por ejemplo, la
esperanza de un dado equilibrado es 3.5.

6.1:2. Si X es discreta, E(X) = > 2P(X = ), siempre que > |z|[P(X = x) < co. Si es
continua, E(X) = [ afx(z)dz, siempre que [*_|z|fx(z)dz < co.

6.1:3. LOTUS permite calcular una funciéon de X sin obtener primero su distribucién:

Elg(X)] =Y g@)P(X =2) o E[g(X)] = / o) fx (@) dr.

6.1:4. Para constantes a, b, E(aX+0b) = aE(X)+b. Esto se sigue directamente de la linealidad
de sumas e integrales, por lo que no se necesita la distribucién de a X + b.

6.1:5. La varianza mide la dispersion cuadratica alrededor de la media:
Var(X) = E[(X —EX)? = E(X?) — [E(X)].
Es no negativa porque es la esperanza de una variable no negativa.
6.1:6. Como aX +b—E(aX +b) = a(X — EX),
Var(aX +b) = E[¢*(X — EX)?] = a®Var(X).
La constante b desplaza todos los valores por igual y no altera la dispersion.

6.1:7. a) Falsa. Una variable que vale —1 y 1 con probabilidades iguales tiene esperanza
Cero.

b) Verdadera. E[(X —EX)?] = 0 implica X = EX con probabilidad uno.
c¢) Falsa. Variables con distribuciones distintas pueden compartir la misma media.

d) Falsa. Variables con distribuciones distintas pueden compartir la misma varianza.
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6.1:8.

6.1:9.

6.1:10.

6.1:11.

6.1:12.

6.2.
6.2:1.

6.2:2.

6.2:3.

6.2:4.

6.2:5.

6.2:6.

Un cuantil de orden p es un valor g, que deja al menos probabilidad p a su izquierda y
al menos 1 —p a su derecha. Puede no ser tinico cuando la funcién de distribucién tiene
tramos constantes. La mediana corresponde a p = 0.5; los cuartiles, a 0.25,0.5,0.75; y
los percentiles dividen la escala en cien partes.

Si X — a tiene una distribucién simétrica respecto de cero y es integrable, entonces
E(X —a) =0y E(X) = a. El punto a es una mediana, aunque la mediana puede no
ser Unica.

En una distribucién asimétrica, valores extremos de una cola desplazan la media. La
mediana depende del orden y es mas resistente; la media es més sensible a valores
extremos.

si x £ Y, sus medidas de distribucién coinciden. Por LOTUS, integrar la misma
funcion g respecto de esas medidas produce E[g(X)] = E[g(Y)], cuando existen.

En general, una transformacion no conmuta con la esperanza. Por ejemplo, si P(X =
~1)=P(X =1)=1/2y g(z) = 22, entonces g(EX) =0 y E[g(X)] = 1.

Calculo y operaciones numéricas

4 4
_2: r _ 2_2 2T
r=1

r=1

Por tanto, Var(X) =10-32 =1y ox = 1.

! 2 ! 1 1
EX = /0 212 do = 3 E(X?) = /O 223 dx = 3 Var(X) = T
Como F(z) = 2% en (0,1), F(m) =1/2 dam = 1/V/2.
La densidad es f(x) = z/2 en (0,2). Asi,
2 .2 2 .3
T 4 x 2
EX= [ Tdr=-, EX*=[ “drx=2 X)=":.
/0 2da: 3 (X?) ; 2da: ,  Var(X) 5

De F(qp) = q§/4 = p se obtiene g, = 2,/p; por tanto, Q1 =1, Q2 = V2 y Q3 = V3.

Por simetria, EX = 0 y la mediana es 0. Ademas,
o0 1 o0
E(X?) = / 2?2 e 1l gy = / z?e % dx = 2,
—00 2 0

por lo que Var(X) = 2.

Para X ~ Bin(10,0.6), EX = 6y Var(X) = 2.4. Luego E(3X—2) = 16 y Var(3X—2) =
9(2.4) = 21.6.

Para la geométrica indicada, EX = 10 y Var(X) = 90. Ademas,

log(0.25)
P(X < =1-09">0. <~ > —
(X <m) 0.9™ > 0.75 m > 0g(0.9) "

de modo que el menor entero es m = 14.
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6.2:7. E(X) = Var(X) = 5. Usando z(z — 1)/z! = 1/(z — 2)!,

o0

5I
_5 _
E[X E (x —1e P 25.

6.2:8. Como EX = 5.5y Var(X) = (10 — 1)/12 = 8.25,
E[(X —5)% = Var(X) + (EX — 5)% = 8.25 + 0.25 = 8.5.
6.2:9. Para X ~ Unif(1,5), EX = 3, Var(X) = 16/12 = 4/3 y ¢, = 1 + 4p. Por tanto, la
mediana es 3 y los cuartiles son 2, 3, 4.

6.2:10. F(z) =1—e%/3. De F(qp) = p resulta g, = —3log(1l — p). Asi, la mediana es 3log?2
y el percentil 90 es 3log 10.

6.2:11. Con software, g, = 950 + 10z,. Como zg 25 ~ —1.959964 y 29975 ~ 1.959964, los
cuantiles son aproximadamente 930.4004 y 969.5996.

6.2:12. De E(X?) = Var(X) + [EX]* =

E(2X2 - 3X +1) =2(13) = 3(3) + 1 =18, Var(5 — 2X) = 4Var(X) = 16.

6.2:13. - 20000
x
EX = = 100.
/ 100 00

En cambio, el integrando de E(X?) se comporta como 20000/z cuando x — oo, por lo

que
/°° 2000022 J
5 ar = OQ.
0 (100 + .f)g

La media existe, pero E(X?) y Var(X) no existen como cantidades finitas.

6.2:14. La normalizacion da ¢ = A, asi que X ~ Exp()). La condicion P(X < 4) = 1/2 implica
e~ =1/2 y X\ = log2/4. Por tanto,

P(X >5) = e > =275/4,

6.2:15. Por simetria, E(X) = 0, y Var(X) = a?/3. Chebyshev produce

a?/3 2

a2 3

P(IX|<a)>1—

En realidad, por el soporte, P(|X| < a) = 1; 2/3 es la cota obtenida exclusivamente
con Chebyshev.

6.2:16. Jensen da

X3) > 253 = 15625 porque 2 es convexa en [0, 00).
VX) < /25 =5 porque \/z es concava.
log X) < log 25, siempre que la esperanza esté definida, porque log = es concava.

e~ %) > e72 porque e~% es convexa.
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6.3.
6.3:1.

6.3:2.

6.3:3.

6.3:4.

6.3:5.

6.3:6.

6.3:7.

6.3:8.
6.3:9.

6.3:10.

Planteamiento y modelacion

X ~ Bin(5,0.4). Entonces E(X) = 2 productos y Var(X) = 1.2 productos cuadrados.

Si las llegadas forman un proceso de Poisson, X ~ Pois(2.5) en media hora. Por ello,
E(X) = Var(X) = 2.5.

X ~ Hipergeom(N = 20, K = 8,n = 5). Entonces

8 8 1215 18
() =535=2 Vel =531 ~ 19
X ~ Exp(1/6). Por la formula ¢, = —6log(1l —p), la mediana es 6log2 ~ 4.159

minutos y el percentil 90 es 6log 10 ~ 13.816 minutos.
Para X ~ N(950,102), el 95% central es
950 £ 1.959964(10),
es decir, aproximadamente [930.4004, 969.5996] mm.
Si G = 200 con probabilidad 0.6 y G = —150 con probabilidad 0.4, entonces
E(G) =60, E(G?) =33000, Var(G)= 33000 — 607 = 29400.
Es favorable en promedio porque la ganancia esperada es positiva.

SiY = 100007, con I ~ Bernoulli(0.02), entonces E(Y) = 10000(0.02) = 200. La
prima minima que cubre solamente el pago promedio es 200 pesos.

El valor es V = 3X + 40. Por tanto, E(V) =400 y oy = 3/25 = 15.
Necesariamente T' € {3,4,5}. Se tiene P(T'=3) =1/4, P(T =4) =1/4y P(T =5) =

1/2. Por tanto,

E(T) =2, B(T?) = % Var(T) = %

La célula inicial pertenece a la primera generacién. Por tanto, para llegar a la terce-
ra generacioén ocurren dos etapas reproductivas. De acuerdo con la funcién de masa
obtenida anteriormente,

P(X =0) = 0.109, P(X =2)=0.162, P(X =4)=0.729.
Utilizando esta funciéon de masa,
E(X) =) aP(X =x)

= 0(0.109) + 2(0.162) + 4(0.729)
= 3.24.

Para calcular la varianza, primero obtenemos
E(X?) =) 2*P(X =)
x

= 02(0.109) 4 2%(0.162) + 4(0.729)
= 12.312.
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6.3:11.

6.3:12.

6.3:13.

6.3:14.

Por tanto,
Var(X) = E(X?) - E(X)? = 12.312 — (3.24)* = 1.8144.

La igualdad E(X) = 3.24 significa que, si observaramos muchas colonias independien-
tes que evolucionan bajo este modelo, el nimero promedio de células en la tercera
generacion seria aproximadamente 3.24. No significa que una colonia pueda tener 3.24
células: los tnicos valores posibles son 0, 2 y 4.

La varianza Var(X) = 1.8144, expresada en células al cuadrado, mide la dispersion
del ntmero de células respecto de su media. La desviaciéon estandar es

V/Var(X) = V1.8144 ~ 1.347

células.

Sin memoria, si T es el tiempo restante,
ET = (1 +ET) + (3 +ET),
de donde ET = 4. Para el segundo momento,
E(T?) = 4[1 4+ 2ET + E(T?)] + 19 + 6ET + E(T?)),

por lo que E(T?) = 42, Var(T) = 26 y o1 = v/26. Si recuerda y no vuelve a elegir una
puerta ya explorada, las posibilidades producen tiempos 0,1, 3,4 con probabilidades
1/3,1/6,1/6,1/3. Entonces ET = 2, Var(T) = 3 y or = /3.

La probabilidad de obtener el mismo color es 2(3) / (120) =4/9 y la de colores distintos
es 5/9. Para que el juego sea justo,

asi que p = 5/4 pesos.

El reembolso es R =12000si0 < X <1, R=6000si 1 < X <2y R=0si X > 2.
Como X ~ Exp(1/2),

E(R) = 12000(1 — e~ /%) + 6000(e /2 — e7!) ~ 6153.68.

La cita contiene 19 palabras. Sus longitudes son
3,9,3,11,2,2,4,2,5,2,3,2,2,7,3,3,9,2,12.

La longitud 2 aparece siete veces, por lo que la moda es 2; al ordenar los datos, el
décimo valor es 3, por lo que la mediana es 3. Ademas,

86 3814
E(N)=— ~4.52 =4/ —— = 3.2504.
(N) 19 5263, on 261 3.250
Los valores a distancia menor que dos de la media son 3,4, 5; aparecen siete veces. Por

tanto,
7
P(IN —E(N)| < 2) = 10 ~ 0.3684.

PROBABILIDAD Versién 5.0



Cuaderno de Ejercicios 83

6.3:15.

6.3:16.

6.3:17.

6.3:18.

6.3:19.

6.3:20.

6.3:21.

6.3:22.

6.3:23.

Sea Y = a + bX. Para reducir la desviacion estandar, se toma b = 9/13.5 = 2/3. La
condicion de media da a + (2/3)(9.64) = 12, por lo que

= 2
Y =5.5733 + §X'

La razon dada identifica una Poisson con parametro 2.5:
a) Al normalizar, 1 = P(X = 0)e?5, asi que P(X = 0) = e 25.
b) P(X = x) = e 252.5%/z!.
c) E(X)=25.

Si el premio es Y = 2" con probabilidad 27", n > 1, entonces

o0 o
EY =) 227" =Y 1=00
n=1 n=1

El valor esperado infinito explica la paradoja: no representa una cantidad razonable
que una persona con recursos limitados pagarfa por jugar.

Sea N ~ Pois(35). Como E(N?) = 35 + 352 = 1260,

a) E(W) = —100 + EN + 2E(N?) = —100 + 35 + 2520 = 2455.
b) En una hora, p = (P01s(5) > 7) ~ 0.133372. Si D ~ Bin(5,p), la probabilidad
pedida es P(D > 4) = 5p*(1 — p) + p® ~ 0.001413.
Se requiere P(|X — 100| < 2) > 0.95. En el caso limite, 2/0, = 29975, asi que

2

% A 1.0204 ml.
Iz, 1.959964 m
Si T ~ N(40,7?),

a) Salir a las 10:35 deja 55 minutos; P(T" > 55) = 1 — ®(15/7) ~ 0.01606.

b) Suponiendo dias independientes y la misma distribucion, L ~ Bin(20,0.01606) y
P(L > 2) ~ 0.00385.

c¢) Se necesita P(T' < t) = 0.9, de modo que t = 40 + 7zp9 ~ 48.97 minutos. Debe
salir aproximadamente a las 10:41 A.M.

En un ano, p = P(X > 50) = 1—®(2.5) ~ 0.006210. Suponiendo independencia anual,
esperar mas de diez afos significa que el evento no ocurre en los primeros diez:

(1—p)'° ~ 0.93961.

Para cada inversionista, p = P(X > 2000) = e~!. Si Y ~ Bin(10,e 1),
P(Y >9)=10(e (1 —e™!) + (e7H)'° ~ 0.0008255.
Sean 2933 = ®71(0.33) y 20.605 = ®1(0.695). Las ecuaciones
50 =pu+ 02933, 60 = pu+ 020695
dan p =~ 54.6307 y 0 =~ 10.5265.

a) pu~ 54.6307 y 02 ~ 110.8064.
b) P(X > 70) ~ 0.07214, es decir, 7.214 %.

¢) Y ~ N(1.1u+5,1.1262), aproximadamente N (65.0938, 134.0758). Ademas, P(70 <
Y < 80) ~ 0.23690.
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7.1.
7.1:1.

7.1:2.

7.1:3.

7.1:4.

7.1:5.

7.1:6.

Funcién generadora de momentos y transformaciones de
variables aleatorias

Comprension teoérica
Como Mx(0) =1, M%(0) = E(X) y M%(0) = E(X?),

My (t)
Mx(t)’

P (t) =

de modo que 9’ (0) = E(X). Ademas,

1y = MEWM() — ()2
M (O

Al evaluar en cero se obtiene ¥/%(0) = E(X?) — [E(X)]? = Var(X).

Por definicién,
Mw(t) _ E(et(aY—l-b)) _ eth(eatY) _ 6thy(at),
para los valores de ¢ tales que My (at) exista.

a) Verdadera. La f.g.m., cuando existe en un intervalo abierto que contiene al cero,
determina de manera tnica la distribucioén.

b) Falsa. Un namero finito de momentos no determina en general la distribuciéon. Por
ejemplo, una normal estandar y una variable con masa 1/6,2/3,1/6 en —/3,0,/3
tienen iguales sus tres primeros momentos, pero distribuciones distintas.

c¢) Falsa. Por ejemplo, si X tiene distribucion lognormal, E(e*X) = oo para todo
t>0.

d) Verdadera. La existencia de la f.g.m. en un entorno de cero permite derivar bajo
el signo de esperanza y Mg(k) (0) = E(X%).

El método de la funcion de distribucion parte de Fy (y) = P(g(X) < y) y traduce este
evento a valores de X; puede usarse aun cuando g no sea uno a uno. El teorema de
cambio de variable emplea inversas y sus derivadas. Si g no es uno a uno, el soporte
debe dividirse en intervalos donde sea monétona y se deben sumar las contribuciones
de todas las ramas inversas que conduzcan al mismo valor de y.

La transformacion g(x) = 22 no es uno a uno en R: para cada y > 0 hay dos preima-

genes, £1(y) = /¥ y 22(y) = —/y. Por ello, ambas contribuciones deben incluirse:

fr(y) = fx<¢§>2\1/§ + fx(—\/@Q\l/y,

La igualdad es valida cuando g es estrictamente creciente en el soporte de X y y
pertenece al recorrido de g; fuera de este recorrido deben anadirse los valores 0 o 1
correspondientes. Si g es estrictamente decreciente y X es continua,

y > 0.

Fyxy(y) =P(X > g7 (1)) =1 Fx (97 ().

En general, si hay atomos, la tltima expresion es 1 — Fx (g~ (y)—).
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7.2. Calculo y operaciones numéricas

7.2:1. De Mx(0) =1 se obtiene a + b = 1. La f.g.m. corresponde a una variable con masa a
en 1y ben 2 porloque Var(X) = ab = 2/9. Asi, a(l — a) = 2/9, cuyas soluciones
son 1/3y 2/3. Como a < 1/2,a=1/3y b=2/3. Por tanto,

E(X):a+2b:§.

7.2:2.  a) Derivando la f.g.m., E(Y) =3/4 y Var(Y) = 3/16.
b) Es una distribucién gamma con forma 3 y escala 1/4; su soporte es (0,00) y no
es simétrica.

c)
2
My (t) = e My (6t) = e 2(1 — 1.5t) 73, t< 3

d) Al derivar esta f.g.m., o usar sus cumulantes, se obtiene E(W) = 5/2y Var(W) =
27/4.

7.2:3. Para Kx(t) = log Mx (t) = at —log(1 — bt?), se tiene K (0) = a y K% (0) = 2b. Como
estas cantidades son la media y la varianza, a =3 y b= 1.

7.2:4. a) Por LOTUS,
0
2
F(e3Y/2 :/ 59/2 gy = =
Cay Ay =<

0
1
My(t) = / €(t+1)y dy = m, t>—1.

¢) Como M{,(0) = —1y M{/(0) =2, Var(Y) =2 — (-1)? = 1.

7.2:5. Completando el cuadrado,

1 o0
MX(t) — 27r/ etI—xZ/Qd t2/2 / (z—t) /2 dr = t2/2'

7.2:6. Para X ~ N(0,1), E(X) =0, E(X?) =1y E(X?) = 0. Por simetria, E(Y) = E(Y?) =

0,y
1 1
E(Y?))=3(-+-)=1
v?) <6+6>

Los tres primeros momentos coinciden, pero las distribuciones no: X es continua y Y
toma tnicamente tres valores.

7.2:7. Para k =0,1,2,.. .,
P(Y=k)=Pk< X <k+1)=Fx(k+1) — Fx(k) =e M1 —e?).
7.2:8. a) Para0 <y <1, Fy,(y) =P(—y < U <y) =y. Por tanto,

M) = Lo (y)-
b) Para 1 <y < 2,

Fr,(y) =P(IU| <y —1) =y —1,

fva(y) = ) ()

1
—1
2vy—1
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¢) Como U + 1 es uniforme en (0,2), Y3 tiene soporte (1/2,00). Para y > 1/2,

1 1
F =PIU+1>—-]=1——
Y3(y) < + _y> 2y,

por lo que fy;(y) = 5,7 1(1/2,00)()-
7.2:9. Las dos primeras transformaciones tienen soporte (—1, 1) y la tercera, (0, 1). Aplicando

cambio de variable,
1—u

fo, (u) = T]l(—m)(“),
) = 5 (),

Vi
fU3 (U) = \/a :H-(O,l) (’LL)
7.2:10. Si 8 > 0, el soporte es (0,1) y

)=y fry)=56y""1o1W).

Si B < 0, la transformacion es decreciente y el soporte es (1,00). Entonces
Fr(y)=1-9" fr(y) = —=By"""1(1,00) )

7.2:11. La transformacion es creciente, tiene soporte (0,1) e inversa x = y/(1 — y). Asi,

FY(y):l_exp<_1yy>a O<y<1a

Fr(y) = —— exp (—yy) 10 (9)-

7.2:12. El soporte de Y es (0,1). Para 0 < y < 1, las ramas inversas son 1 = —/1—y y
x9 = 1 — y. Por tanto,

_ — 12
frin == L e gp 0<y<a

y la densidad es cero fuera de ese intervalo.

7.2:13. Lainversa es x = by/(1+y) y |dz/dy| = |b|/(1+y)%. Sib > 0, el soporte es (a/(b—a), 00)

y
b

fy(y) = mﬂ(a/(b—a),oo) (y)-

Si b < 0, el soporte es (—o0,a/(b — a)) y se sustituye b por |b| en el numerador. Si
b=0,Y = —1 casi seguramente; en ese caso no tiene densidad respecto de Lebesgue.

7.2:14. Como el seno es creciente en (—7/2,7/2), la inversa es 6 = arcsin(y/A) y

1

fy(y) = Wﬁﬂ(—A,A) ()
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7.2:15.

7.2:16.

7.2:17.

7.3.
7.3:1.

7.3:2.

7.3:3.

7.3:4.

Para y > c,

c A
Fy(y) =P(X <log(y/c)) =1— e Mosy/e) — 1 _ (y) .

Por derivacion,
At
fy(y) = Wﬂ(c,oo) (y)-

Asi, Y ~ Pareto(a = A, 0 = ¢).
a) Para y > 0, las ramas son /y y —/y. Por simetria de la densidad normal,

1

——e"Y21 5 0) (1)

fY(y) = \/%

b) Esta es la densidad de una variable x?, equivalentemente una gamma con forma

1/2 y tasa 1/2.

c)
P(Y > 4) = P(x} > 4) = 1 — Fj2(4) ~ 0.0455003.

En R, el valor numérico se obtiene con pchisq(4,1,lower.tail=FALSE).

Si X ~ Gamma(4,2) con tasa 2, entonces cX ~ Gamma(4,2/c). Como Y ~ x2

equivale a Gamma(4,1/2), se requiere 2/c = 1/2, es decir, ¢ = 4. En consecuencia,
P(X > 5) = P(4X > 20) = P(x2 > 20) ~ 0.0103361.

En R, el valor se obtiene con pchisq(20,8,lower.tail=FALSE).

Planteamiento y modelacién

Si N cuenta las marcas de la region, entonces N ~ Hipergeom(18,6,4) y
(D) (2
My (t) = Zetk%_
= ()

Si X ~ Exp(A) es el tiempo de espera, el tiempo total es ' =5 + 2X. Por tanto,

A<l
A—2t 27

E(T) =5+2/\y Var(T) = 4/)\2.

Como Fx(x) = 22 para 0 <z < 1y A = X?/16, el soporte de A es (0,1/16). Para

0<a<1/16,
Fy(a) =P(X < 4+/a) = 16a.

Asi, fa(a) =161(0,1/16)(a)-

Para h > 0,
2
Fy(h)="P (@ < arctan Z) = arctan %
Por tanto,
2R
h)=———-—1 h).
fr(h) 7(RZ + h2) (0,00)( )

En este modelo la altura puede tomar cualquier valor positivo.
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7.3:5. La transformacion es creciente, tiene soporte (0,100) e inversa

y
— (1 _ —)
8 100

Asi, para 0 < y < 100,

Y At
Fy(y)=1- <1—ﬁ> )

At Y At—1
fy(y) = 100 (1 - m) 1(0,100)(y)-

Finalmente,
P(Y > 75) = P(X > tlog4) = 4=,

8. Autoevaluacion. Variables aleatorias

8.2. Calculo y operaciones numéricas

4zl 4
L S —d— v
/210“ /210 +/ TTETE T

f es una densidad.

8.2:1. Como

a) Para —2 <z <0,

Para 0 < x < 4,

Tu 1 a2 2244
Fx(z) = Fx(0 —du=>+"—=
x@) =Fx(O)+ | qgdu=5+55= "5
Por tanto,
0, r < =2,
4 — 2
x’ —2<x<0
Fx(z) = 220
T cpca
20 v
1, x>4
b)
E(X) /O _d+/4 o =28
= r—— ax r— axr =
510 o 10 15’
' E(X?) /0 -y +/4 22 gy =3
= ¥ —dx ¥ —dx =
5 10 o 10 5
Asi,

¢) Como Fx(0) =1/5, los tres cuantiles son positivos. Al resolver
2+ 4
20

=p
se obtiene g, = 1/20p — 4. Por ello,
Q02 =1, qs5=V6, qor=V1L
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d) Se tiene P(U =1)=P(X >0)=4/5y P(U = —1) = 1/5. Entonces

4 1
MU(t) = E(etU) = get + ge_t.

La media puede calcularse directamente o derivando la f.g.m.:

4 1 3

e) La transformacion V' = X /2 + 2 es creciente, con inversa z = 2v — 4 y jacobiano
|dz/dv| = 2. Como —2 < z < 4, el soporte es 1 < v < 4. Por tanto,

frtw) = px(o 42 = P28

8.2:2. La distribucién dada es Laplace con centro 0 y escala 1.
a) Para p < 1/2, p=e®/2, mientras que para p > 1/2, p=1— e /2. De aqui,
qo2s = —log2, qo5=0, qor5=1log2.

b) ParaY = a+ X, con 8 > 0, la inversa es x = (y — ) /5. Entonces

fY(y):;fX (y;a) 221ﬁexp (_!yga\>’ y € R.

¢) En el enunciado, la f.g.m. proporcionada debe corresponder a X:

M (t) = 1%2 ] < 1.
Por las propiedades de la f.g.m.,
et 1
My (1) = E(e59) = My (8t) = T, It < 5.

8.2:3. Como X ~ N(52,3%):

a)
2 2

IN

Por simetria y usando el dato proporcionado,
2 2
P <—3 <Z< 3> =1—2(0.2525) = 0.495.
b) De P(Y > 55) = 0.75 se sigue que
IP<Z§ 55;“) —0.25.

Asi, (55 —p)/3 =—-0.6745y

p =55+ 3(0.6745) = 57.0235.
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8.2:4. Por simetria, P(Z < 0) = 0.5. Ademas, como el cuantil 0.2 es —0.8416,
P(Z < 0.8416) = 0.8.

En consecuencia,

E(X) =1(0.5) 4+ 2(0.3) + 3(0.2) = 1.7.
8.2:5. La f.m.p. se obtiene con los tamafos de los saltos de F"
px(—5) =0.15, px(2) =0.40 — 0.15 = 0.25,

px(3) =0.80 — 0.40 = 0.40, px(9) =1—0.80 = 0.20.

Por tanto,
(0.15, == -5,
0.25, x =2,
px(x) =040, x=3,
0.20, =09,
0, en otro caso.

Usando ¢, = inf{z : F(x) > p},
qo.25 =2, qos =3, qors=3.

8.2:6. a) A partir de la tabla,
E(X) =) apx(z)=09.

La funcion acumulada rebasa 0.5 por primera vez en z = 1, de modo que la
mediana es 1. La probabilidad maxima es 0.2, alcanzada en —1 y 1; ambas son
modas. La distribucién no es simétrica. En efecto, si lo fuera, el centro de simetria
tendria que ser el punto medio entre los extremos del soporte, es decir, 1.5; sin
embargo, los puntos —2 y 5, equidistantes de 1.5, tienen probabilidades 0.1 y
0.05, respectivamente.

E(X?) =) a®px(z) = 4.6.
Entonces
Var(X) = E(X?) —E(X)? = 4.6 — 0.9% = 3.79.
c¢) Para el primer cociente, {X? < 2} = {-1,0,1}:

0.2+ 0.15 7
P(X <1]X*<2)= 02+015+02 11

Asimismo,
P(X = —2) 01 2
P(X?>2|X<1)= - —_——
( | ) P(X € {-2,-1,0}) 045 9
Finalmente,
01402 6
P(X X2>1)=—"— 2= —|
(X <O0[X"=1) =775 = 17
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d) Como Y = 1;x~0}, Y ~ Bernoulli(0.55). Por tanto,
E(W) = a — 3bE(Y) = a — o,
20
Y 891
Var(W) = 9v*Var(Y) = 96%(0.55)(0.45) = @b?
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