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El objetivo de esta platica @stroducir, con un
ejemplo sencillo, como se puede plantear el
problema de portafolio de minima varianza como
un problema de minimos cuadrados y cOmo se
puede extender el problema en un contexto
bayesiano que permite introducir dinamica en la
estimacion.

La aplicacion se basa en un trabajo mucho mas
extenso no publicado de Mark-Britten Jones
(LSE).



Contexto:

Se cuenta cop activos, y observaciones de sus
rendimientos eI’ periodos.

Sear, el vector de rendimientos &n
El portafolio global de varianza minima (GVM) es un vector

w, de pesos que satisface el siguiente problema de
optimizacion:

w, =arg min Var(riw)
g : t
(W]w'1=1}
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El problema de optimizacion se puede replantear como uriggnabde regresion del
siguiente modo: particionando los vectores de rendimsnioesos:

/
entonces;w = ¢ 1 + r,°w, dondery = r; > — ;11 es el vector de excesos de
rendimientos con respecto al instrumento base (en estealgsamero).

Si escribimos el modelo de regresion con respugsta—r; 1 y predictoresx = ry:
—Tt,1=—oz+r;ew+ut, utNN(O,a2), t=1,2,....T

entoncesr? = Var(ut) = Var(a — r¢1 — r;ew) = Var(r¢1 + r;‘iw) = Var(rjw)

Asi el problema de portafolio es equivalente a un problemaitdémos cuadrados
(minimizar}""_ | u?) sobrew.
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(1) (v,

En términos matriciales, si = . | YR = . |, el modelo se

\r7.1/ \r7.2/

—r; = —al +R.w + ¢, e ~ N (0, 021)

puede expresar como

Comoa es irrelevante en el contexto del portafolio, podemos gaitiel
modelo centrando los datos con la maiviz=1 — %11’. (notar que
M1 = 0).

Finalmente, haciende; = Mr;, X = MR, y e = Mg, el modelo
gueda como

—x; = XwW + e, e ~N(0,0°M),
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Los rendimientos considerados son los de los tipos de cameldes divisas del
BMK: cad, chf, eur, gbp y jpy, diarios. Todos los tipos de candsta en
divisa-usd. La ventana muestral abarca de 3 de Enero de 1294la mayo del
2004.

En el ejemplo se toma como divisa base al euro.

Los rendimientos se toman diarios, pero pueden recalewaryentanas
semanales, mensuales, etc. Esto acorta la muestra de remadisdisponibles y
por lo tanto la calidad de las estimaciones.

En el caso del euro se tuvo que eliminar el rendimiento ddlZ308, ya que es un
valor bastante atipico (Entra en vigor el euro en enero 99).

En el ejemplol’ = 2708, p = 5.

Seminario Aleatorio—p. 6/23



-0.005 0.010
l

©
]
o _
o -
N
o
c|>' | | | |
08/94 05/97 02/00 11/02
fechas
rendimientos
o [
N —
—
> o _|
c _
(O]
] o
Q

[ I I I I I I I
-0.020 -0.015 -0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010 0.015

cad

Seminario Aleatorio—p.7/23




o
@ 4
[q\]
5 o |
()]
—
2 4
o
S WMWWWWMM
| | | I
08/94 05/97 02/00 11/02
fechas
rendimientos
o _|
N
P _
@
[
(0] o _
e —
LO p—
o p—
| | | |
0.0 0.1 0.2 0.3
eur

Seminario Aleatorio—p. 8/23




0.00 0.02

S _
()]
-
o
S H
[ | | | |
08/94 05/97 02/00 11/02
fechas
rendimientos
o _ / \
[(o]
z Q-
7]
c —
(O]
0O o _|
N
i@
o - /l:.

[ I I I I I I
-0.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03

eur

Seminario Aleatorio—p. 9/23




Correlacion rendimientos




Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
Xcad 0.521914 0.011972 43.596 <2e- 16
Xchf -0.013272 0. 010600 -1.252 0. 211
Xgbp 0.241432 0.013271 18.193 <2e-16
Xjpy 0.111760 0. 008234 13.573 <2e-16

Resi dual standard error: 0.002856 on 2704 degrees of freedom
Mul ti ple R-Squared: 0.7949, Adj usted R-squared: 0.7946
F-statistic: 2620 on 4 and 2704 DF, p-value: < 2.2e-16

El portafolio sugerido para el vector (eur,cad,chf,gbp,jpygm@ences (en
porcentajes)w, = (13.82,52.19, —1.33,24.14,11.18).

El coeficiente negativo para chf no es significativo, por le gademos
calibrar el modelo para tener ponderaciones adecuadas:
w = (13.74,52.25,0,23.19,10.82).
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El error estandar de los rendimientos se puede
estimarantesde centrar los datog: = 0.002856
0 28.56 pb.

No hay garantia en general de que las posiciones
cortas sean no significativas, por lo que es
necesario buscar un modelo que incorpore la
restriccion de gue solo las posiciones largas sean
admisibles.

Una ventaja adicional del modelo de regresion es
gue permite no solo valores puntuales, sino la
posibilidad de considerar regiones de confianza
para los pesos, lo que permite considerar una
region de portafolios en la que los inversionistas
pueden considerar su eleccion de cartera optima.



El modelo anterior se puede escribir en un contexto mas laages
condicionando en los parametros:

—x1|(X, w,0°%) ~ N (Xw, 0’ M)
Un modelo no es bayesiano sin distribuciones iniciales yepiases de los
parametros.

Hay dos posibilidades a considerar con respecto a los p&@sne

i. Suponelr? conocida.

ii. Suponers® desconocida e incorporar un componente para su distribucio
apriori. Este supuesto complica considerablemente laasion del modelo.

Los predictores siempre se suponen conocidos.
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Podemos imponer una prior sobkey crear un modelo jerarquico:

—x1|X,w ~ N (Xw,oc°M)

w ~ F(my)

Sin informacion especifica sobre los factores que detemigsarendimientos de
los activos que forman el portafolio, se pueden imponericegines de caracter
estadistico para obtener una prior adecuada.

Por simplificacion computacional, se puede suponer una poional
multivariada:

W ~~ N(Wo, CQ)

La prior debe ser intercambiable: |la distribucion conjudddos pesos no
depende de la ordenacion de los activos,pero hay suficigotenacion inicial
para distinguir entre activos. Esta restriccion deterrosgparametros
inicialesiwo = +1y Co = a™ 'E.
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E es una matriz de correlaciones de dimengién 1 la forma

Con esta informacién, la distribucién posterior es otramamultivariada\ (m, V') con
m = V(c?’X'XwWw + ap 'E711)

dondew = —(X'X) " 1X'x1,y
V=(’X'X+aE" )"}

Ahora el problema s6lo depende de un parametro desconaogid@®sz.

Resultado: La media de la distribucidén posterior es el atnjoptimo de pesos que
minimizan la varianza del rendimiento del portafolio.
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La siguiente grafica muestra la composicion para diferergieses des y con un valor fijo

dea = 0.001.
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La siguiente grafica muestra la composicion para difererdleses dex y con un valor fijo

deo = 0.03.
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Ahora consideramos un modelo en donde los coeficientes pwadar en el
tiempo:

e/ 2
—T¢1 = —O0¢ + Ty W + U UtNN<O,O')

Podemos reparametrizar el modelo definiendo un predsgtgun vector de
parametro®., ambos de x 1 del siguiente modo:

—1 (8%
g8t = , 975 —
r; W
para obtener
—Tt1 = gfg@t + Ut
Este modelo es conocido en estadistica bayesiana Bymamic linear modey
puede se resuelto introduciendo una dinamica para acu@liz
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De nuevo necesitamos una prior p&saLa prior se calcula con informacion disponible
hastat — 1:

O:|It—1 NN<mt|t—17Vt|t—1)
Aplicando el resultado sobre familias conjugadas, la pustes
9t|It ~ ./\/'(mt,Vt)

con
—2 —1
m¢ = V(=0 “gtre,1 + Vi, mye_q)

Vi = (0 %gig) + Vt_|t1_1)_1

Un detalle: necesitamos un mecanismo de transicion pasa ge8:|I; aO;1|1;.
Usualmente se especifica umeuacion de estadgue tipicamente es un proceso Markoviano
(6:+1 = AB: + z:). En el caso de portafolios grandes, la estimacion de estego puede
ser muy dificil.
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En lugar de usar un filtro de Kalman, se puede introducir utofate descuento para los
datos del pasado, como un suavizamiento exponencial.

Partiendo de una distribucion inicial er= 0;
01|Ip ~ N (mg, Vo)

se puede aplicar un proceso iterativo para estimar los fgdrasen!

T
mpy = VT(—O'_2 Z(l — 5)T_tgt’l“t’1 + Vo_lm()>
t=1

T
Ve = (023 (1-6)T tgg) + V)
t=1
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El siguiente ejemplo fue corrido usando los parameires0.001, mg y Vo como en el
modelo bayesiano estatico, suponiendo que el coeficienit® esta correlacionado con los
pesos, v = 0.002856.
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Desarrollar un programa para el caso de varianza
desconocida.

Desarrollar criterios para proponer valores
iniciales dex y o, sin priores.

Desarrollar un modelo que no permita posiciones
cortas.

Incorporar otras formas de modelar tracisiones en
el modelo dindmico (sin el factor de descuento).
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