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o El suavizamiento de datos ordenados (ya sea por
edades, en el tiempo o en alguna ofra dimensidn) se usa
para visualizar tfendencias subyacentes.

o A los datos ordenados en general se les llamard series de
tiempo, aungue la dimension de referencia de los datos
no sea el tiempo.

o Las series observadas por considerar debben contener
datos equidistantes en la dimension que corresponda, sin
importar si hay algunos datos faltantes.

o En este contexto, suavizamiento y estimacion de
tendencias son conceptos que estdn claramente
asociados.




o En problemas actuariales, es comun que el analista
apligue graduacion para suavizar los datos observados,
sin que se pierda la interpretacion de 1os mismos.

o Al realizar graduacion de tasas de mortalidad, se
observa que la tasa de mortalidad tipicamente muestra
tres patrones de variabilidad diferentes: el primero
grande, el segundo moderado y el tercero pequeno.

o Ejemplos de esto se muestran en la figura que sigue, con
datos de Suecia y de Noruega.
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Logaritmo de las Tasas de Mortalidad para ambos
sexos en 2009 y tendencias con suavidad de 75%.
Las bandas son de = 2 desviaciones estandar.
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« El porcentaje de suavidad es el mismo en ambos casos y €so
permite la comparabilidad.

« Los patrones de tendencia son similares globalmente, pero no por
segmentos de las series. 5/31




Tendencias con suavidades de 75% y 90%.
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» Al crecer |la suavidad, las tendencias se asemejan, pero se pierde
la inferpretacion demografica de los datos. 6/31




o Al estudiar series de tiempo econdmicas, es comun
que exista algun cambio estructural en la tendencia, al
igual que en la variabilidad.

o Un modelo estadistico con cambio estructural de la
serie se puede obtener al realizar un andlisis de
intfervencion, como en Box ef al. (1994).

o Con dicha metodologia de andlisis se tiene en cuenta
el rompimiento de |la tendenciaq, pero no el cambio en
la variabilidad.

o Una estimacion de la tendencia subyacente, que fiene
en cuenta el cambio en la variabilidad, se obtiene al
dividir la serie en los segmentos que se requierany
aplicar después el procedimiento que aqui se sugiere.




o El objetivo de este trabajo consiste en simplificar la
inspeccion de los datos, después de eliminar de la serie las
fluctuaciones que sean indeseables, en el contexto de un
analisis exploratorio.

o Se parte del hecho de que se puede medir la suavidad de
la fendencia y para ello se hace uso de unos indices de I N
suavidad que aqui se deducen.

’ o Los indices permiten fijar las suavidades en valores
deseados y, en consecuencia, se pueden controlar las
suavidades de las tendencias estimadas resultantes.

o Solo es valido comparar tendencias si sus suavidades son
iguales. Esto es semejante a lo que ocurre al comparar
intervalos de confianza, los cuales deben tener el mismo
nivel de confianza para ser comparables.




o La graduacion actuarial propuesta por Whittaker (1923)
surge al minimizar la funcion

MA=(Y-T)W(Y-T)+ AT K'KT

donde
Y =(Y,,..., Yy) esun vector de valores observados;
T=(1,,--Ty) contiene los valores graduados;
W = diag (w1, ..., wy) es una matriz de ponderaciones.

o La matriz K permite expresar la d-esima diferencia de
los datos.
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o El método de Whittaker, cond=2y W =1, fue usado por
Hodrick y Prescoftt (1980, 1997) para estimar fendencias y
ciclos de series econdmicas. Se le conoce en econometria

como filtro de Hodrick y Prescott (HP).

o El problema de minimizacion se plon’reo Como I

mmZ—(Y —rt) +Z (T - 2Tt1+ftz)

't g 04 =3 O 0

con
Y, lavariable econdmica observada al tiempo t;

T: elvalorde lafendenciao;
6. la varianza del componente ciclico;
c¢ la varianza del crecimiento de la tendencia;

2 el balance entre la fidelidad a los datos
originales y la suavidad de la tendencia.
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o El estimador de la tendencia resulta ser
t=(, +\K'K)*Y

en donde lo Unico que se requiere para calcular la
tendencia estimada es conocer el pardmetro de I
suavizamiento A , pues los demads elementos estan dados.

o En Guerrero (2008) se presenta un método para elegir ese
paradmetro en el caso del filfro HP y que permite al usuario
Imponer de antemano un porcentaje de suavidad
deseado para la tendencia.

o Se usa un indice que relaciona a la suavidad con el
pardmetro de suavizamiento, de manera que la eleccion
de dicho pardmetro se vuelve tan sencillo como resolver
una ecuacion no-lineal.




o Nuestra propuesta surge de la idea de que es importante
conocer y medir el efecto que tiene la seleccion de A
sobre el grado de suavidad de la tendencia.

o No utilizamos criterios automdticos (e. g. AIC, BIC,
Validacion Cruzada, etc.) para elegirlo, aungue los
procedimientos respectivos sean faciles de usar. Hastiey |
Tibshirani (1999) muestran algunas de sus deficiencias.

o Tampoco usamos Maxima Verosimilitud, para no perder
’ de vista la suavidad deseada (preferimos calibrar A ).
Proietti (2005) y Kauerman (2005) indican que la suavidad
que se logra con MV no es suficiente.

o Elindice de suavidad es una reparametrizacion de lo que
se conoce como grados de libertad efectivos en algunas
técnicas estadisticas (e. g. en Modelos Mixtos y en
Suavizado con “Splines” ue es Util para elegirA .




o Respecto ala segmentacion de los datos, o seq, para
elegir el valor de N, que divide la serie en dos segmentos,
se sugiere seguir alguno de los caminos siguientes:

1) Fijar un valor razonable a priori, teniendo en cuenta el
fendmeno que se estudia. I

Por ejemplo, para tasas de mortalidad se podria
considerar una segmentacion del recorrido de las
edades, de acuerdo con las diferentes etapas de |la vida.

2) Usar un procedimiento basado en los datos, que
optimice algun criterio estadistico.

AqQui se propone mantener la idea de sencillez que
caracteriza a un andlisis exploratorio y minimizar el error
estandar de la tendencia estimada.




Se considera el caso de dos segmentos en detalle.
Los resultados se extienden sin dificultad
al caso de tfres o mas segmentos.

o La funcidon a minimizar ahora es

N, N

mlnz (Y, - 1)+ Z (Y2t 1,)° +Z (t,-2t,, +1,,)°

t=1 01 t=N,+1 52

donde o7 es la varianza de las desviaciones respecto

a la tendencia del primer segmento de datos y c§ la
del segundo tramo.

N, Yy N, = N—-N, son las longitudes de los segmentos
)4
{Y. . {Y,} son las series de datos en cada segmento.
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o Un modelo de componentes no-observables, del fipo
senal mas ruido, para este problema es el siguiente

Yl,t =Ty T My Nyt ~ (O,Gf) t=1..,N,

con ara
Y2,t =T, + Ny, Moy ~ (O,Gg) ¥ t=N,+1,...,N
1, =21, -1,+¢ con g, ~(0,62) para t=3,..,N,

donde los errores aleatorios:
o no estdn autocorrelacionados,

o ni se encuentran correlacionados entre si.
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o En notacion matricial, el modelo se puede escribir como

)y )

donde Y, T, Y M, son vectores de dimension N;, i =1, 2,

con £~ (0,651,) vy n, ~ (0,671 ), donde los vectores

de errores respectivos no estdn correlacionados enftre si.
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o Al aplicar Minimos Cuadrados Generalizados se
obtiene el Mejor Estimador Lineal e Insesgado de la
tendencia, que estd dado por

%1 B INl +)\‘1(Kl1 Kl + k'l kl) ;blkll k2 B Yl
%2 B )\‘2k'2 kl IN2 +}L2(K'2 K2+kl2 k2) Y2

donde K; y K, son de dimension (N;-2)xN; y (N,-2)xN,
respectivamente, mientras que

1 -2 1 O
k1: 02><(N1—2)O 1 y k2: 9 102><(N2—2)

o Con la estimacion simultdnea y la presencia de estas dos
maftrices se evita la disconfinuidad en la union de los dos
segmentos.




o Ademads, la matriz de varianza-covarianza del
estimador estd dada por

. [ -2 \ : :
r:Var(fljz o7l O +602(K1K1I+k1k1' klkzl j
3 0 o2l K.k, K, K,+k,k,

4-1

o Para estimar las varianzas de los errores, se usa la
Suma de Cuadrados Residual.

o Los estimadores insesgados que se obtienen son
=d'd(N-2) vy 67 =\, para i=1,2,

donde los valores de las A, se suponen conocidos.
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Medidas de participacion en la precision e
indices de suavidad

o Lainversa de la matriz de varianza-covarianza, I', €s una
maftriz de precision que se puede escribir como

2 | | ' ' | -
L | O 0 . K'1 Ky + 6K Kk ek K, g (I-c)k' k;  (1-c,)k kK,
0 o;ly, ’ Ck k¢, Kk, P L(@-cp)k, Ky K, K, +(1-¢,)K, K,

con0<c¢<1 para i=1,2.

o La primera matriz del lado derecho, B,, estd ligada al modelo
de senal mas ruido, mientras que las ofras dos matrices, B, y
B,, se asocian con el suavizamiento de cada uno de los

segmentos.

o Seeligenc,=1,¢c,=¢c;=N,/N y ¢,=0, para gue B, y B, tengan
propiedades semejantes a las de B, + B,, como se requiere
ara poder medir suavidad.




tr[B,(B, + B, +B,) /N =tr[oy

Y

tr[B, (B, + B, + B,) J/N = tr[c{

Medidas de participacion en la precision e
indices de suavidad

o Las medidas propuestas son

K', K, +k, k; % K, K,

N 1
Kok, 0

%k'z k, K,K,+k,k,

(B, +B,+B,)"]/N
0 1 2

(B, +B,+B,)]/N

o Cuantifican la proporcion de precision atribuible a la
suavidad del segmento respectivo:

(i) toman valores en [0, 1]; (ii) junto con la proporcion de B,,
suman a la unidad; (i) son invariantes ante transformaciones
lineales no-singulares; vy (iv) se comportan linealmente.




Medidas de participacion en la precision e
indices de suavidad

o Se escriben los indices de suavidad en términos de las
matrices que usan las lambdas, o seaq,

Bl,x — 51361 -

Bz,x - Bz Bc;l =

1 1 N 1
}Ll(Kl Kl +k1 kl) Wl}\'zkl k2

N 1
kK 0

0 %kzkl'kz

N . . .
szlkz k1 7"2(K2 Kz +k2 kz)

o Se definen asi los indices de suavidad como

Si(hy, Ay N) = tr[Bi,x(I v+ B, + Bz,x)_l]/ N

y cada uno se interpreta como proporcion de precision
atribuible al suavizamiento del segmento i de los datos,
coni=1,2.




Medidas de participacion en la precision e
indices de suavidad

o Se cumple que, para =1, 2,

S; (A, A,;N) > N./N conforme A, >

asi que, para encontrar el valor de lambda, el porcentaje
deseado de suavidad, digamos 100S;%, se debe multiplicar
por Ni/N e igualarlo a su respectivo indice de suavidad.

o O seq, sise fija el porcentaje deseado de suavidad para
cada segmento en 100S,%, se tiene que resolver con un
méetodo numérico el sistema de ecuaciones

S; (A, A,;N)=(N,/N)100S.% con i;>0

parai=1, 2, simultfdneamente.
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Medidas de participacion en la precision e
indices de suavidad

o El porcentaje de suavidad total que se alcance estard dado
por el promedio ponderado

100S% = [N, (100S,%) + N, (100S, %)]/N I

o De acuerdo a la experiencia lograda hasta el momento, la
eleccion del porcentaje global de suavidad se realiza mejor
con base en el conocimiento que se fiene del fendmeno en
estudio.

o Ademds, conviene saber lo que es razonable esperar que
ocurra al variar el porcentaje de suavidad (o sea, mayor
suavidad implica menos fidelidad a los datos observados y
viceversq).




Ejemplo 1.
Tasas de mortalidad en Suecia y Noruega.

o Los primeros dos conjuntos de datos que aqui se estudian
se refieren a las Tasas de Mortalidad Total (ambos sexos)

para Suecia y Noruega en 2009. I

o Los datos provienen de www.humanmortality.org y estan
expresados como log(g,), donde q, es la tasa de mortalidad

a edad x.

o El objetivo de esta aplicacion es mostrar que, aun en paises
que producen excelentes estadisticas vitales, se requiere
aplicar suavizamiento a los datos que generan.

o Esto hace evidente que el suavizamiento es imprescindible
para datos de ofros paises.




Figura 1. Logaritmo de las tasas de mortalidad (ambos
sexos) en 2009 y tendencias con suavidad del 75%.
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« |gual constante de suavizamiento y mayor varianza en Noruega.
* El comportamiento de los datos observados y de sus tendencias
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Figura 2. . Segmentacion empirica. Tendencias con 75% de
suavidad global: dos segmentos con corte en edad 14y
suavidades de 80% y 74.28% (izquierda); tres segmentos con cortes
en edades 14y 62, y suavidades de 80%, 75% vy 73.57% (derecha).
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« Disminuye la varianza al pasar de 1 a 2 segmentos, pero no al pasar
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Figura 3. Segmentacioén a priori. Tendencias con 75% de
suavidad global y tres segmentos, con cortes en
edades 20y 65, y suavidades de 80%, 75% vy 72.83%.
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Remesas familiares trimestrales de EUA a México.

o Para este ejemplo de cardcter econdmico se usan N = 68
datos de la serie trimestral de remesas familiares de EUA a
México, que cubren del frimestre 1 de 1995 al frimestre 4 de
2011 (www.inegi.org.mx/sistemas/bie).

o Como no era claro el motivo para el cambio en variabilidad, I
se aplico el procedimiento para elegir el punfo de corte que
minimiza el error estandar de la tendencia estimada.

o Se impuso 100S% = 85% como porcentaje de suavidad global
y se localizd el punto de corte 6ptimo en N, =27 (el trimestre 3
de 2001), cuando ocurrio el ataque terrorista a Nueva York.

o Con suavidad global de 85% y ya que hay menor variabilidad
en el primer segmento, se cambiod ligeramente la suavidad a
100S,% = 84%, con lo cual se dedujo 100S,% = 85.6%.




Figura 4. Tendencias con suavidad global de 85%
sin segmentar (izquierda) y segmentada. Punto de corte
elegido empiricamente, localizado en el tfrimestre 3 de 2001.
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Se percibe un ligero cambio en la fendencia estimada y es
notoria la diferente amplitud de los intervalos.

El error estadndar de la tendencia estimada se redujo.
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o La metodologia sugerida proporciona mucha flexibilidad
para estimar tendencias con diferentes grados de
suavidad, para los segmentos de datos que se hayan
definido.

o Esta propuesta puede ser Util, por ejemplo, en ministerios
de poblacion o de salud, asi como en el sector
asegurador, donde se requiera ver con mayor detalle la
tendencia para un cierto segmento de los datos.

o De igual maneraq, la técnica puede servir para estimar
tendencias en situaciones en las que la calidad de la
informacion sea notoriamente distinta por segmentos del
recorrido de los datos.




o La propuesta es valiosa cuando se desea tomar alguna
decision basada en datos que estdn oscurecidos por
fluctuaciones sin importancia, de forma que la
estimacion y visualizacion de su tendencia, al igual que
de su variabilidad, son esenciales.

o La metodologia tiene como propodsito bdsico servir
como herramienta de andlisis exploratorio. Es de esperar I
gue el analista efectue posteriormente un andlisis
confirmatorio y que busque explicaciones para sus
hallazgos, basadas en la teoria del fendmeno en

’ estudio.

o Con la segmentacidn a priori, no se busca reducir la
varianza del error de estimacion.

o La segmentacion empirica si busca reducir dicha
varianza y si no lo logra, se debe tomar ese hecho como
una indicacion de que no es apropiado segmentar.
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