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PC y Outlrs/0. Introduccién Ejemplo 1

. Cuantas “piezas” se ven en esta serie?
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PC y Outlrs/0. Introduccién Ejemplo 1

Hay un “punto de cambio” (pc) en t=513
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PC y Outlrs/0. Introduccién Ejemplo 1
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PC y Outlrs/0. Introduccién Ejemplo 1

Si. En t=769
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PC y Outlrs/0. Introduccién Ejemplo 1

Esta serie es una realizacion del proceso

/

0.9Y;_1 + &4, sil<t<512,
1.69Y;_1 — 0.81Y;_o + &4, si513 <t < 768,
1.32Y;_1 — 0.81Y;_o + &, si 769 <t < 1024,

\

e, ~ iid N(0, 1).
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PC y Outlrs/0. Introduccién Ejemplo 2

. Cuantas “piezas” tiene esta otra serie?
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PC y Outlrs/0. Introduccién Ejemplo 2

Solo unal!

Y1, - --,Y500, €S UNa realizacién del modelo:

Yilew % N(0,e™), t=1,...,500

o —0.0645 4 0.9889cv¢_1 + 0.3057¢y

{e.} "~ N(0,1)
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PC y Outlrs/1. Modelo AR segmentado

Modelo AR segmentado

Se desea modelar un proceso no-estacionario {Y;} usando segmentos

AR. Es decir,
DY%:XtJ, Tj_1§t<7'j, 7=1,....m+1
[0 {X:;} es el proceso AR(p,):

Xej =7+t onXe—1;+ ..+ Qjp, Xt—p; i +0jet,

0 b, := (), Pj1,- -+ Pjp,»07): pardmetros del j-ésimo proceso AR.

[0 {e¢}: Errores iid con media 0 y varianza 1.

El niimero m de puntos de cambio (pc), los puntos de cambio

Tly.--yTm, Yy los Ordenes pi,...,Pmi1 NO S€ conocen.
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PC y Outlrs/2. Proceso estacionario local

Proceso Estacionario Local

[ Proceso estacionario local (Dahlhaus 1997): En el tiempo ¢ y

frecuencia w tiene espectro

0 JA(t/n,w)l?,

0 A(u,w) ,ue[0,1], we[-1/2,1/2] es continua en u.
[ Proceso estacionario en segmentos (Adak 1998)

m-+1
}/t,n — Z Xt,jI[Tj_l/n,Tj/n) (t/n)a
j=1

donde {X; ,},7=1,...,m+ 1 son procesos estacionarios.

[1 Bajo ciertas condiciones, Ombao, Raz, Von Sachs, y
Malow (2001) discuten que un LSP se puede aproximar por

procesos estacionarios en piezas.
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PC y Outlrs/3. Literatura de puntos de cambio

Literatura de puntos de cambio

El caso de un solo pc para observaciones independientes ha sido

muy estudiado en la Literatura.

pc multiples, un problema mas dificil, ha sido también analizado
(Shaban (1980); Zacks (1983); Krishnaiah and Miao (1988);
Bhattacharya (1994); and Csorg6é and Horvath (1997).)

En series de tiempo, un sélo pc ha sido también muy estudiado.
En Picard (1985); Davis, Huang and Yao (1995) and Kitagawa,
Takanami and Matsumoko (2001), los segmentos son procesos

AR.

El caso de pc multiples en series de tiempo ha sido también
estudiado. En Kitagawa and Akaike (1978), Fearnhead (2005),
Davis, Lee and Rodriguez-Yam (2006), la serie observada es
descompuesta en procesos AR.
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PC y Outlrs/3. Literatura de puntos de cambio

[1 Procesos estacionarios en segmentos mas general (AR es un caso

particular) es considerado en Ombao, Raz, Von Sachs and Malow
(2001).

[J McCulloch and Tsay (1993); Djuri¢ (1994), Lavielle (1998) and
Punskaya et al. (2002) siguen un enfoque Bayesiano.

[ Csorg6 and Horvath (1997) dedican un capitulo para pc en series
de tiempo.
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PC y Outlrs/4. MDL

Notacién: Dada la serie observada y := (y1,...,Yn), sea

F: familia de modelos AR segmentados (lamina 37) que se pueden
definir para modelar el proceso {Y;}.

Algunas restricciones (para F):

Py: maximo orden AR permitido.
m,: Minimo numero de observaciones en un segmento con orden p.
Objetivo: Obtener el “mejor modelo” M € F.

En otras palabras, obtener la mejor combinacién de valores
[1 m + 1: nimero de segmentos.
0 7,...,7y: localizacion de los pc

I p1,...,pmae1: Ordenes AR.
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PC y Outlrs/4. MDL

., Cémo encontrar este modelo en F7

[0 CL (objeto O): Longitud codificada de un objeto O (cantidad de

“memoria” que se requiere para “almacenarlo”).

[ De hecho, prefeririamos la memoria minima de almacenamiento.
Este es el principio de Rissanen (1989). Se le denota MDL

CL de y (relativo a M € F) puede obtenerse como

A A

CLpm(y) = CLp(M) + CLr (6] M),

A

e:y—y

y: vector de valores ajustados.
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PC y Outlrs/4. MDL

Para encontrar CL de M

A

CLM (M) CLM (m) + CLM(Tla K 77_m) + CLM (p17 R 7pm—i—1)

+ CLpa(thy) + ..+ CLpt (W41

CLpm(m) +CLpm(na, - nmy1) + CLap(pr, - - Pms1)

+CLpm(P1) + ..+ CLp(Y41)
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PC y Outlrs/4. MDL

De acuerdo a Risannen (1989):
[1 CL de un entero k: log(k)
[1 CL de un entero k acotado por M: log(M)
[1 CL parametro estimado con n observaciones: 3 log(n)

Se obtiene que

m—+1

A

CLy(M) log(m) + Z log(p;) + (m + 1) log(n)
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PC y Outlrs/4. MDL

CL de los residuales (C' L (é|M)):

-log(Like) (Rissannen, 1989)

CLam(y) =: MDL(m, 71, ..., Tm,P1,--->Pmi1)

logm+(m+1)logn+2 logpj

+Zm+1 Pit2 logn; + ZmH 5 log(2767)

Donde 67 es el estimador de Y-W de o7 del j-ésimo segmento AR se

puede aproximar por n; 10g(2776]2-)
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PC y Outlrs/4. MDL

Asi, se requiere encontrar M, tal que

~

M = arg min MDL(m,7,...,7m,p1,..., :
gMef ( 1 ms P1 Pm+1)

Para minimizar esta funcién, se emplearan algoritmos genéticos

(GA).

[J Estos algoritmos, propuestos por Holland (1975), son métodos de

busqueda aleatorios.

[] Para optimizar una funcién los algoritmos genéticos “imitan” la
teoria de la seleccién natural y han sido usados en estadistica,
entre otros, por Chatterjee et. al. (1996), Gaetan (2000), Lee
(2002), Davis, et al (2006, 2008)
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PC y Outlrs/5. Algoritmos genéticos

Algoritmos genéticos (Holland, 1975)

Componentes (algoritmo genético bésico):
Cromosomas: Vector (codificacion de M)

Condicién fisica de los elementos de la poblacion (funcion

objetivo).

Operadores cruzamiento (crossover) y mutacion (mutation):

Formas de reproduccion.

Regla para detener las iteraciones.
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PC y Outlrs/5. Algoritmos genéticos

Algoritmo Genético Candnico

. Generar (aleatoriamente) poblacion inicial de (popsize)

individuos.

. Crear nueva generacién de descendientes (usando operadores).

e.g. j-ésimo descendiente, j=2,..., popsize:
proviene de una mutaciéon (con probabilidad m,,) y proviene de

un cruzamiento (con probabilidad 1 — 7, ).

. Obtener el “lider” de la generacion.

. Si no se cumple criterio para detener iteraciones, ir a 2, de otro

modo, ir a 5.

. Lider es una (aproximacién de la) solucién.

Feb, 2015
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PC y Outlrs/5. Algoritmos genéticos/implementacion

Implementaciéon

Cromosomas: g := (g1,---,9n),

—1, sino hay un pc en ¢,
gt =
pj, sit=rT7;_1yel AR order del semgento j es p;.

Ejemplo. Si n = 10, entonces
g=(2-1,-1,-1,1,-1,—-1,1,—-1,-1)
corresponde al modelo M
[ que tiene m = 2 pc

L =90y T2 = 8.

[]
[J Primer segmento es un proceso AR(2)
[]

Segundo segmento es un proceso AR(1).
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PC y Outlrs/5. Algoritmos genéticos/implementacion

Distribuciones ‘“utiles”

[]

Distribucién selectora w2 de ordenes: Variable aleatoria
discreta D con probabilidades P|D = j| = ﬁfR, 3 =0,1,..., P,

proporcionada por el usuario.

Distribucion selectora 7 en una poblacion: Si g1, ..., 8popize

constituye una generacién (que se va reproducir), sea

T = (T1,. .., Tpopsize) tal que m; es decreciente en M DL.

Feb, 2015
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PC y Outlrs/5. Algoritmos genéticos/implementacion

Poblacién inicial: Cada cromosoma g := (g1, - - -, popsize) €S generada

(aleatoriamente) como sigue:

. g1: generada de la distribuciéon de D

- A g2, g3, .-, Gm,, se les asigna —1

. Hagase 7 = my,

. j=75+1. Sij>n, terminar. De otro modo continuar en 6.

. g; es definida ya sea un pc (con probabilidad Tpreax), 0 —1.

. Sino es pc, hacer g; = —1 y regresar a 5.

. Si es pc, g; se selecciona (independiente de seleccién anterior) de

D.

A giga, ... ) Jj+mg, —1 S€ les asigna -1.

. Haga g=j5+mgy —1leirad.

Feb, 2015
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PC y Outlrs/5. Algoritmos genéticos/implementacion

cruzamiento: Se seleccionan aleatoriamente un padre y una madre de

acuerdo a la distribucién 7 y los genes del descendiente en turno se
generan como sigue:

[1 g; se selecciona con igual probabilidad del i-ésimo gene de papa y
mama.

En caso que g; no sea un pc, el siguiente se selecciona de la
misma manera.

Si g; es un pc, my, — 1 siguientes genes se hacen -1, y el proceso

se repite con el gene 7 + my,.

Feb, 2015 ITAM
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PC y Outlrs/5. Algoritmos genéticos/implementacion

Mutacion:
Se selecciona aleatoriamente un padre de la distribuciéon 7.

El i-ésimo gene del descendiente en turno se forman de la manera que

sigue:

Con probabilidad 7, se asigna el gene del padre.

Con probabilidad 7, se le asigna -1, y

con probabilidad 1 — 7, — m,; se inicia un segmento nuevo con

orden seleccionado aleatoriamente de la distribucion de D.
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PC y Outlrs/5. Algoritmos genéticos/implementacion

Criterio para convergencia El proceso se detiene cuando el mejor
individuo no ha cambiado en las ultimas 10 iteraciones, o hasta que

se han formado 100 generaciones. Lo que ocurra primero.

Estrategia Elitista. El mejor de una generacion se incluye en

generacion descendiente.

Feb, 2015 ITAM
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PC y Outlrs/5. Algoritmos genéticos/variaciones

Variaciones del algoritmo candnico

Modelo isla: Una estrategia para evitar “minimos locales” es

implementar el GA canodnico “simultaneamente” en NI “islas”.

Migracién. Después de cierto nimero de generaciones (Mi), en forma
“circular” se permite que los mejores MN (=5) individuos de una isla
reemplacen a los peores MN individuos de la isla vecina.
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PC y Outlrs/6. Ejemplos 1. Modelo “dyadic”

Ejemplo

Proceso estacionario en piezas con estructura “Dyadic” (Ombao, et.
al. 2001)

y

0.9Y;_1 + &y, if 1 <t<512,
1.69Y;_1 — 0.81Y;,_y + &4, if 513 <t < 768,
1.32Y;_1 — 0.81Y;_o + &4, if 769 < ¢ < 1024,

\

e, ~ iid N(0,1).
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PC y Outlrs/6. Ejemplos 1. Modelo “dyadic”

[1 Una realizacién “tipica” se mostré en la Lamina 2.

[0 Siw € [0,0.5), el espectro del j-ésima segmento es

filw) = 0?-\1 — @j1 exXpl—i2Tw} — ... — Pjp. exp{—iQijw}IQ,

[0 Site|rj_1, 7;), el espectro de este proceso Y; es

f(t/n,w) — fj(w)
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PC y Outlrs/6. Ejemplos 1. Modelo “dyadic”

Auto-PARM True log spectrum Auto-SLEX

0.3

Frequency

0.2

Sombreado obscuro representa frecuencias altas.
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PC y Outlrs/6. Ejemplos 1. Modelo “dyadic”

Resultados de Auto-SLEX fueron tomados de Tabla 2 de Ombao et al. (2001).

Number Auto-PARM
of Auto-SLEX break points

segments (%) break points (%) mean  std

2 0 1/2 0
3 60.0 2/4, 3/4 100.0 0.500 0.002
0.742  0.007
4 34.0 1/4, 2/4, 3/4
5 5.0 2/8,4/8,5/8,6/8,7/8
>6 1.0
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PC y Outlrs/6. Ejemplos 3. “GREASY”

Ejemplo: Senal grabada de la palabra “GREASY”. n=5762

|

1000 1500

|

500
1

0
1

-500
1

T T
3000 4000

Time
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PC y Outlrs/6. Ejemplos 3. “GREASY”
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PC y Outlrs/6. Ejemplos

3. “SBL”

Ejemplo: Muertes y lesiones serias mensuales en UK, n=120

—~
[2)
e
c
©
[2)
>
o
=
=
=

0]

o

1975

1977

1979

1981

1983

(thousands)

(0}

‘{

' 1976

1978

1980

1982

1984
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PC y Outlrs/6. Ejemplos 3. “SBL”

Auto-PARM encuentra un punto de cambio en ¢t = 84
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PC y outlrs/7. Outliers

Outliers

Se considerard un proceso (no-estacionario) {Y;} con m + 1

segmentos AR.

U 75,7 =1,...,m: jésimo punto de cambio entre el segmento j y el

J+1
Los parametros 0, del j-ésimo segmento satisfacen 0, # 0,1,

7=1,....,m.

Cada segmento esta (posiblemente) contaminado por outliers.
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PC y outlrs/7. Outliers

Se consideran dos tipos de outliers:
[1 Outlier aditivo: Afecta sdélamente una observacion
[1 Outlier innovativo: Afecta varias observaciones

Sean

[ n: ntimero (desconocido) de outliers IO que contiene el j-esimo

segmento en los tiempos I := {t] ,,... ’t;%;- n

L' n}: namero (desconocido) de outliers AO que contiene el j-esimo

_ * *
segmento en los tiempos A; := {17 ;,. .. ,tn; it

Feb, 2015 ITAM
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PC y outlrs/7. Outliers

El proceso {Y;} se puede modelar como sigue:

Xi i+ Ve; te Ay,
Xt7]7 t¢ AJ’

donde

21d
U Vi~

N(0, 07?)

[0 {X:;} es un proceso AR(p;) contaminado:
{Xt,j}7 i.e.,

Xej =7+ 0inXe—1+ -+ Qjp; Xe—p,.j T Tj€tj,

[l Los errores {e; ;} son independientes, tienen media cero y

Feb, 2015 ITAM
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PC y outlrs/7. Outliers

varianza
L€ Ij,

V&I’(Et") —
! 1, té¢lI.

[] Se asume que 0;2 >> 032 y que c? >> 1.

[ Sise asume que Vi’s y ¢ ;’s son Gausianos, entonces la jésima
pieza {X; ;} se puede representar como un modelo de espacio de

estados lineal Gaussiano.

L] Notacion: 9, := (Vs> Pj1s---s Pjp,s 0]2-, a}‘z, c?) parametros del

7—ésimo segmento.
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PC y Outlrs/2. Estimacién

Estimacion

Sea y := (y1,...,¥Yn), la serie observada, y F la familia de modelos
candidatos para y = (y1,...,Yn), indexada por m, 7, p, n’, n*, A, I,
donde

[ m: ntimero de puntos de cambio
U 7= (7-17 T2y« 77-m—|-1)

p:=(p1, P2, .-, Pm+1)

n' = (n{, ns, ..., n;nH)

= (n}, n,..., nfn+1)

n*
A= (Al, AQ, e ooy Am_|_1)
I := (Il, IQ, ceey Im_|_1)

Objetivo: Seleccionar el “mejor” modelo M € F para y.
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PC y Outlrs/2. Estimacién

[1 Para lograrlo, se usara otra vez el principio de longitud de
descripciéon minima (MDL) de Rissanen (1989).

[1 Recordando que

A A

CLum(y) = CL(M) + CL(é|M)
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PC y Outlrs/2. Estimacién

Se obtiene (Davis, et al. (2008))

logom + (m +1)logy n +

m—+1

Z (logy n; +logy n} + (n} +nj)logy nj +
j=1

1
log, pj + §(pj + 3) logy 1)

m—+1

- Z L("‘%j?)’j)

j=1
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PC y Outlrs/3. Verosimilitud

Verosimilitud

,...,yp,A,[) :/gce ) L(?’b;y,XA‘yl,...

P(ya,yae,Xalyi, - Yp, 1)dxa
p(YA7XA07XA‘y17 S 7yp7 I)dXA

p(yalxa)p(x|zi,...,2p, I)dxa (1)

El factor p(yalxa) del integrando en (1) es ¢(ya;x4,051,~), donde
¢(+; p, 3) denota la densidad normal multivariada con media g y

matriz de varianzas y covarianzas 2J.
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PC y Outlrs/3. Verosimilitud

El segundo factor p(x|z1,...,x,,I) estd dado por

p(x|zy, ... 2y, I) = e e AL

xt_¢1$t—1_---_¢pxt_p)2/<2020-2e2>

[1 1) se obtiene como aquel valor que maximiza

L<¢7Y|y17 .. 7yp7A7])
en (1).

[1 Para obtener la integral en (1) se puede usar las recursiones de
Kalman.
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PC y Outlrs/3. Verosimilitud

Definase como el "mejor” modelo MeF para y como aquel que

minimiza MDL(m, 7,p,n’,n*, A, I). Es decir,

A

M arg/\r;llg]l__ (m7 p,n,n,I1, )
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PC y Outlrs/3. Algoritmos genéticos/implementacion

Cromosoma

g :=(91,.-.,9n), la codificacion de M € F, es como sigue

( si hay un AO en ¢,

si hay un IO en t,
si en t no hay AO, IO o pc,

sit=7;_1y el orden del AR del semgento j es p;.
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PC y Outlrs/3. Algoritmos genéticos/implementacion

Ejempl.o Si n = 10, el cromosoma
g=(2,—-1,-1, -1, =3, =2, 1, =2,
corresponde al modelo M € F que contiene
[ 2 segmentos AR (m = 1)

Un punto de cambio (1y = 7).

[]
[J Primer segmento es un proceso AR(2)
[]

Hay dos outliers en el primer segmento: AO en la posicion 5 y 10
en la 6

Segundo segmento es un proceso AR(1).

Hay un IO en la segunda posicion de este segmento
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PC y Outlrs/4. MDL de PC y outlrs

MDL de puntos de cambio y outliers

Punto de cambio:

0.8Y;_ 1+, 1<t<101
—0.8Y;_1 + &, 101 <t < 150.

Y, =

donde g; N(0,1).
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PC y Outlrs/4. MDL de PC y outlrs

120

Una realization del proceso en (3). La linea vertical muestra el punto de cambio 71 = 101.
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PC y Outlrs/4. MDL de PC y outlrs

puntos azules: MDL de los modelos M1, M9, ..., Mq40, donde M; denota el proceso con dos

segmentos AR(1) no contaminados con punto de cambio en 71 = t.

La recta horizontal muestra el MDL del modelo Mg, el proceso AR(1) no contaminado sin ningin
punto de cambio.

Punto rojo: Seala el punto de cambio estimado por Auto-PARMO
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PC y Outlrs/4. MDL de PC y outlrs

Outlier 10:

Considérese el proceso AR(1) contaminado con un IO en 101:,

Y, =0.8Y,_1 +e&f, 1<t<150,

|:| 5: — 575, lft # ].O]. and 5?01 — 5]_()]_ _|_ 6
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PC y Outlrs/4. MDL de PC y outlrs

I
120

Realizacién del proceso en (4) con § = 5.
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PC y Outlrs/4. MDL de PC y outlrs

MDL de algunos modelos CAR.
Linea horizontal: MDL de Mg.

circulos: Posiciones de los 5 residuales mayores (valor absoluto) de Mg tq1 = 101, to = 43, t3 = 70,
tqy = 59, t5 = 135
Solucién Auto-PARMO: Mtl.
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PC y Outlrs/4. MDL de PC y outlrs

Outlier AQO:

Se considera ahora un proceso AR contaminado con un outlier AO,
en el tiempo 101., i.e., si se considera primero el proceso AR no

contaminado siguiente

X, = 08X, +ep, 1<t<150
donde {¢} N (0,1), entonces el proceso AR contaminado esta dado

por

Yt — T + 51101(t), t = 1,2, c ooy 150. (5)
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PC y Outlrs/4. MDL de PC y outlrs

I
120

Realizacién del proceso en (5)
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PC y Outlrs/4. MDL de PC y outlrs

Epocas de los 5 residuales mayores de Mg: t1 = 102, t9 = 101, tg3 = 43, t4, = 70, t5 = 59
Solucién Auto-PARMO: Mt2~
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PC y Outlrs/5. Desempeno

Desempeno de Auto-PARMO para estimar pc y outliers

El desempeno de GA es ejemplificado en los siguientes modelos:
DGPI1: {Y;} es un proceso AR(1) (sin pc ni outliers)

Y; =08Y, 1 +¢e, t=1,...,100,

donde {e;} “s N(0,1).

DGP2: Como DGP1, pero contaminado con 5 I0’s en 16, 32, 48,
64, 80, cada IO con 0 = 6.

DGP3: Como DGP1, pero contaminated con 4 AOs en 16, 32, 48
and 80, cada AO con d = 5.
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PC y Outlrs/5. Desempeno

Breaks Outliers
DGP /Procedure 1 4 time

DGP1:
Auto-PARM 0.15
Auto-PARMO 5.3
arima.rob

DGP2:
Auto-PARM 0.15
Auto-PARMO 28.3
arima.rob 1%

DGP3:
Auto-PARM - - - - - - - 0.15
Auto-PARMO 0% 0% 1% 4% 95% 0% 0% 21.2
arima.rob 0% 0% 0% 0% 64% 24% 7% 5%

arima.rob: Funcién contenida en el médulo S+FinMetrics (Zivot and Wang, 2006, Chapter 17), en el

que se implementa el procedimiento en Bianco, et al., (2001) para detectar outliers de tipos AO, IO,

y LS en modelos arima (sin puntos de cambio).

Feb, 2015 ITAM 55



PC y Outlrs/5. Desempeno

DGP2 DGP3
ubicacién Tipo arima.rob Auto-PARMO arima.rob Auto-PARMO
16 10 0% 92% 0% 1%
AO 58% 4% 99% 97%
LS 27% - 0% -
85% 96 % 99% 98%

0% 96 % 0% 1%
78% 3% 98% 98%
17% - 0% -

95% 99% 98% 99%

0% 96 % 0% 0%

70% 1% 99% 98%
20% - 0% -
90% 97% 99% 98%

0% 97%
79% 2%
20% -

86% 99%

0% 98%
79% 0%
12% -

91% 98%
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PC y Outlrs/5. Desempeno

DGP2 DGP3
arima.rob Auto-PARMO arima.rob Auto-PARMO

False outlier locations
10 3
AO 2
LS -

False outliers
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Conclusiones

El problema de segmentar una serie contaminada consiste en
encontrar aquél proceso que minimiza la funciéon MDL

Los algoritmos genéticos se pueden usar para resolver este
problema (dificil) de optimizacion.

Cuando el verdadero modelo es un proceso AR segmentado, este

algoritmo puede estimar (con poco error) el nimero de segmentos

y sus ordenes, asi como los puntos donde ocurren los cambios

El procedimiento se puede generalizar facilmente a otras familias
de segmentos estacionarios

Para un proceso AR (sin pcs) contaminado con outliers, MDL
parece ofrecer un procedimiento superior que arima.rob.

Este procedimiento se puede generalizar a otros procesos.
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